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من الثغرات والله الموفق . سروت ۱۳۹۱ ۱۹۷۱ 


بکثر الحدث ف هذه الآنام عن الریاضیات المعاصرة وتکاد تکون 
هذه الرياضيات موضع اهتام جميع العاملين في ميادين العلم والتربية .في 
جميع أنحاء العام . وليس العام العربي بمعزل عن الجهود العالمية التى تبذل 
لدعم الاتحاه ا لمعاصر لدراسة الرياضيات » فالتعلم الجامعي فی أكثر البلاد 
العربية احتضن هذا الاتجاه منذ سنوات © والتعلم الثانوي في طريقه 
- بالتعاون مع الیونسکو - إلى وضع برامج ل دده للرياضات على مستوى 
العصر الدي بعدشه وتطسق هسده البر امج بھ+د حر سپ وتقوم نتائچ 
التجربة . ویذکر بپذه الناسبة الهد الطیب البذول فی المپورية العربسة 
السورية حنث بدأ طلاب الصف الثاني الثانوي العلمي منذ مطلم العام 
الدر امی ۰ - ۱۹۷۱ بدراسة مىادیء نظرية احموعات احدی دعامات 
الرياضمات المءاصترة وذلك خمن مناهج جديدة للرياضيات تعمل على استخدام 
هذه النظرية على أوسم نطاق ممكن . 

ودعما لمع الجهود المبذولة على استوبين الجامعي والثانوي رأينا أن 
نصع بين بدي القاریء المربي سلسلة كتب عن الرياضضات المعاصرة . 
وسنحاول تقدم هذه السلسلة بأسلوت ينتفع منه الممتدئون فی دراسة هذه 
الریاضیات وبطريقة دستفید منها الطلعون علبپا والراغون فی الزید من 
الاطلاع . ولا نشترط في قارئنا معرفة رياضمة واسعة واکن منا أن 


1 


يكون لديه قدرة على التحرید وهذا مأ نعتقده قوف لدی طلاب 

وسنبداً كتابنا الأول هذا بتمهمد يعرف بطبيعة الرياضضات المعاصرة 
والعملامات على المجموعات . نذتقل بعد ذلك الى دراسة العلاقات والتوايع . 
وٹختم الکتاب في البحث في قدرة المجموعة . 

ومجد القاریء في كل فصل عرضا نظرب) وعددا وافراً من المسائل 
والؾارین ا حلولة یقبعہ عدد آخر من المسائل والؾارن غبر ا حلولة مم أجوبتہا. 

وإنا إذ نقدم هذه المواضم نأمل أن نکون قد أخذٹا بعد ابناء أمتنا 
لتزويدهم بثقافة عصرية ضرورية . والله نسأل أن يلهم الجيع سديل الرشاد 
ودوفقہم ما قمه خیرم وفلاحہم و الله ولي التوفمق ۱ 


المؤ لفوت 
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وعکن اعتمار 0 باضاأت ول مرت ط راحل نیرت 


۱- مرحلة الریاضیات التقليدية : وتتد حنی منتصف القرن التأسم 
وكان الاهتام في هذه الفترة منصبا علی علوم أساسبة أربعة هبي : 


۳ سب مرحلة الرياضيات الحديةة و٭ند مند مندصف القرن الناسة 


سا 
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: و گی ! 
آخیر الخطي مھ 


م« مرحلة الر دای اهاط ا ھی ارس اھر سے تی 


وعمار همه المرحلة ء سل 
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من ار موز دصعب على غر الرداضمن فہمہا ولكنها بالوقت ليه دای 
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7 اک الان 1٢۰‏ ا حل ألأرتدائة 


۲( تلعت مفہوما المجموعة و العاا9فة دو را ١‏ شاا ف ۱ الر . اضنات ت المعاصرة . 


و تقدم نظریة ا حموعات الق تتناول سط هذین الفپومین وما بتصل مها 


ع 
من مفاهم و٭ضادا متنوعھ ¢ آدو | تا فعاله ۳ 50 ب نا عة لد سه جو 


٠‏ الو ضو عات ال داصہه 
مو ی میں او سو هن 


(۳) تدمج الرياضات المعاصرة بين عدة مو اضسع رئاضة خحتلفة ؛ 
كانت فى الاضی وحدات مستقلة » اتحعل منها كلا متاسكا . فالفاهم 
الجديدة أكثر شى لآ من القدعة . والدراسة الجديدة هي دراسة د بنی رياضية 
عامة قد تکون عناصرها کسات حبرية شماعة © قاع تکرت طا او 
مستقمات أو تحویلات . والعملبات التى تؤثر على هذه العناصر قد تكون 
عحلمات احساب العروفة وقد تکون عملدات حدیدة . والنتانج ار حصل 


علمهبا من دراسة هده المنی تکون صحرحة مہم كانت العناصر و مپسا 

فالرياضيات المعاصرة تعمل على التقريب بين المواضيع الأربعة الرئيسية 
للرياضمات التقلمدية ( الحساب وافندسة والبر والتحلیل ) والتی ما زالت 
تدرس في مراحل الدراسة الحتلفة على أنها مواضسم مستقلة . 


)¢( دہج الریاضبات العاصر ه حو ا(تَحر ید منعدہ عن احسوسات, 
وهي خاصت التعمم والتجرید تتمکن من تلسة حاجة الکثبر من الفروع 

وقد يتبادر إلى الذهن آن احاه الریاضات نحو التجريد محملها 
بعيدة عن التطبيقات العملية ويمزلها عن التأثير في تطور العلوم الأخرى. 
ولككن الأمر يبدو أنه في غير ذلك ؛ فالتجريد وسع مدی شمول استخدام 
المفاهم الرياضمة الجديدة » فالفراغ الشعاعي ( أحد موضوعات ابر ا جرد) 
يفيد فى الممكانيك والفيزياء والتحلسل ... والقلمسل من القوانين المحردة 
يساعدنا على التحع في كثير من المسائل التطبيقية . 


(ه) وتعتمد الرياضيات المعاصرة على الاسلوب الافتراضئ فہی تبدا 
بطرح عدد من المبادىء ( المسامات ) ثم تستخرج منها النظریات بالطرق 
الاستنتاجيه . فالرياضيات اذن ليست علا مطلقا بل هي علم نسي برتبط 
كلما بالمبادىء التي انطلق منها . 


(؟) تعمد انرياصات المعاصرة فى عرض فضااها على قواعد المنطى 
الصوريی بشکل رئسي ٤‏ حتى أن الفيلسوف راسمل 88561 يبين في 
كتابه «أسس الرياضيات » أن الماطق والرياضيات شيء واحد . واعتاد 
الرياضيات المعاصرة على المنطق أكسبها وضوح الفكرة ودقسة التعمير 
وزودها بأسلوب موجز لعرض القضايا الرياضة . 


۸ 


شیا منفصلاً عن الرياضيات التقليدية وهي لا حل محلها . بل تعمل » 
كا رأينا » على وضع الرياضيات التقليدية في كيان واحد . کا انها تعمق 
فہمنا ها . فالرباضات ی تطور مسٹمر و سهدت عار القرون ف مسيرهأ 
انمطافات حلملة کان لها الآثر الكبير على العلوم الأخرى . وهي بالمرحلة 
اف داج هذه المنعطفات كد بالغ ف دقد بر قممتها بادیء الأمر 
ولکنها لا تلت. بعد فترة من أن تأخذ مکانها الطسعي . 
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۲ - « ان المده ۳۱ ہے ۷ء قضية ترمز شاب (ت) 
و « ۳ ع ۷را » القضتة النافة للقضتة السابقة ونرمز فا 
بد رہب ). 

ع» ‏ و إن الثث ب < ک متساوي الاضلاع » قضة نرمز ھا ب (ح) 
وه إت الثلك بس <5 قائم الزاوية » قضة آخری لا عکن 
تسمنتها بالقضية النافة لس لان هناك مثلثات لست عتساوية 
الأضلاع ولا قائمة الزاوية . 


۳ - ساحة القضية الرياضية : تتعلق كل قضمة رہاضة بفثة معمنة من 
الاشاء . نسمي عادة مموعة هذه ااشاء ساحة القضية ( جال › عموعة 
تعريف ) ونرمز لكل فرد من آفراد هذه الساحة بأحد الحروف ( س > 
ع » ف ... ) التي تمثل عادة المقادير المجبولة . نسمى هذا الحرف متحول هذه 
القضية فاذا قلنا « إن س مثلث قائم الزاوية » فإن هذه الجلة لا تخل 
قضبة ما لم نستبدل بالمتحول س مثلثاً مصنا من عموعة المخلثات ( ساحة 
القضية ) کقولنا « إن المثلث التى تقاس أضلاعه بالأعداد ٠۳‏ » ه هو 
مثلث قائم الز اوية » . 


(دا درسنا قضية من هذا. النوع عندما يتنقل متحود!ا ضمن ساحتبا 
فإذنا سنتوصل الى تحزئة هذه الساحة إلى أقسام تكون القضمة على بعضبا 
صحمحة دوم وخاطئة دوم على البعض ۳ > ونصف هذه القضة 
عند تنقل متحوها على أحزاء الساحة التي تکون فہا صحصحة ات 
(ص) ونعطيها الحرف (خ) على أجزاء الساحة التي تكون علمپا خاطثة. 
وقد اتفق آن نسمي کل حرف من هذبن اف د قدمة القضة » وأن 
دستمدل بهذن الحرفين 2 حبر القضایا » العددان (۱۰) حسث عشل 
العدد )٠(‏ قممة القضمة ا حاطئة ويمئل العدد )١(‏ قممة القضمة الصحدمحة. 


اع امش الریاضیات - الفاهم والیادیء : لقد درسنا أقساماً من 


۱۲ 


العم لا کون من هو عه م مع رة من المعلومات مستقل بعضہا عن بعص 
بل إنا أفكار مترابطة نستنتج كل فكرة من أخرى بمحاكمة متسقة نسممها 
المحاكة المنطقية وتستند كل قضمة على قضمه أخرى حتى نصل إلى نفر 
قلمل من القضايا الأساسية التى نقملها بدون برهان وذسمسها مبادىء الهندسة 
الاقلدية ( مسامات > مصادر ات 6 موضوعات ) ونسٹند | هزد سة المستویة 
الإقليدية إلى المبادیء الآساسة التالمة : 

-١‏ بر من نقطتبن محتلفتین مستقم واحد فقط 

۴۲ سب ادا کان یہ مستقیما و بت ذنقطة خارحة عنه ٤‏ فإنه عکن انگاء 

وان لکل فرع من فروع العلوم الرياضية مبادىء أولية ذقنلپا بدون 
برهان ونستند المپا من أحل رهان بقبة قضایا مذا العل . 

ولقد عملنا في البندسة على أشساء هی الاشکال الپندسة وآعطتا 
لكل منہا تھر ىف] بر بط دان هید | الشيء وشىء آخر سہی أن عرفناه إلى 
أن نصل إلى أششاء لا نعطہہا أي تعریف بل نفہمہا کا یفہمہستا غبرنا 
ونسميها Notions ) aalill‏ ( مثل مفہوم النقطة والستقم والمستوي في 
الہندسة ومفہوم العد دالطسءي في ا حساب ومفہوم ا حموعةئی حساب احموعات. 
منطقهة ثما هو دور الماطى بالذسمة للعلم ؟. 

إن لمنطق وظفة بودیا للعلم وللعلوم الرياضة بصورة خاصة وهي 
أن يقوم بتحليل الفاهم والبادیء التي بستند البپا هذا العسلر ویناقش 


الطرائق الي دستعملہا للتوصل إلى الحقىقة وإلةاس الشروط الي تحمل قضمة 
ما صادقة النسة لسادیء المد كورة . 


و دقوم النطی على قبول قوانن ثلاثة للفکر هي : 
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( إلا إذا ) وغيرها من الكفات التي اسم اذو ات ربط کقولنا 


۱ 7 اه 3 
ەه ني لل ar‏ ر Rah‏ على ۳ 7 
1 یز 0 رگ 3 4 7 ۲ 1 


أذ كن عن E E‏ کس ہآ 
i‏ ہا سی اس 1 کت ۰ بهد 1 یت ۰ جے رے ےم 
ظ زرابا ارم ALS‏ ود ان زوایا ان و ل تکون هواء4 4 
أ 


و لا رکون لا اث متنماوی ااامين إلا إذا كان له زاوكان متسارنتان 


wa 
۲ كت‎ 
ف ۵ ۰ لہ انه ۰ ۰ ص0 اپ مم کی 1 ہے‎ 1 3 
د معدب کی ادو أت‎ ٤ دعا ان حار دمن مد دیں مر دہاز‎ E الم‌کن‎ 


الر دط کی هي سال ال الثالمة 


( القمر مدير ٤٤٦‏ و( العدد ٩٩‏ زرحى 0 >2 « ا رت جح ی ھ مریم 4 6 
زوایا المعين عير وایمه )٤ى‏ ۔ 

و ادا ر دطنا عو عه من القضایا المسمطة بأدوات ريط حصلا على وضه 
حدیدة نسسا قضية مركبة . ونسمي التر کیب الوّلف من القضایا الدسبطة 
هذه وأدوات الربط البنية المنطقية للقضمة الر کنة . 

إن وظيفة جير القضابا هي تكوين القضايا المركبة ودراسة تأثير 
اليذية الماطقءة على القضمة المركبة واسةنتاج قيمة هذه القضية انطلاقاً من 
القم الختلفة للقضايا البسيطة الداخلة في تركبيها آخذاً بعين الإعتبار 
وهو أمر غير مستساغ في الرياضمات . وقد تم الاتفاق ني المنطى الرياضي 
على اعطاء كل أداة الريط معنیٌ عدداً لا لیس فله ولا حوض . ونبان 
كيف نستخدم أدوات الربط في النطق الرياضي بدراسة الصور ا لمہمة 
لتر كىب القضاا 


وا کانت دراستنا للقضاا الرکة ستبدأً پترکپ قضتين فمن المد 


(۲۱ ۱0 


أن نذكر أن الحالات الختلفة لقسمی القضتن ب » < معا أربع كا هو 
همان 2 الحدول الا 





۷ - القضایا الرکبة الاساسية : 


۱ - الاقتضاء : نستعمل 2 اللغة الدارحة ترا كسب شرطبة تتکون 
من حل أولى تسمى الشرط وجملة ثانية تدعى جواب الشرط وتربط بينهها 
أداة ربط تدعى أداة الشرط مثل قولنا « إذا كان المثلث متساوي 
الساقن فان منصف زاوية الرأس فيه ينصف القاعدة » . 

نلاحظ أن هناك رابطة بين الملة الأولى والملة الثانمة فالملة الأولى 
سيب للثاننة وتحقق الأولى شرط لتحقى الثانية ىا أن تحقق الثانية 
لازم عن محقق الأولى ۱٠‏ 

نقول « إن تحقتى الأولى يؤدي إلى تحقق الثاننة ». أو « إن تحقق 
اون بقتضي تحقق الثانية » ونسمي الملافة ای تربط القضة الأول 
بالقضمة الثانئة علاقة اقتضاء واذا رمز للقضية الأولى ب ب والقضمة 
اانا وك فاتنا نصور القضتة الشرطة الرکية الشکل : 


دب ےے = 


اة ا ف 


ونقرأ دلك ۰ تب دؤدي إلى => 7 تب ددهي > 
إن معنى الإقتضاء في النطق الرياضي بختلف قاملاً عن معناه الدارج 


٦ 


الدی اه أعلاه اد أن الاو ام الرياكضى ب < نس هو بالتعريف 
القضبة الر کبة من ب و < والق تتحقق دوماً إلا في الحالة التى تكون 
فما ب صحرحة وح خاطةة . 
مثال : إن قولنا « إذا كان الوم صحواً فسنذهب إلى الحديقة » قضتة 
شر طمة کل اقتضاء و هی عبر كادية الا ف اداله المی رڪون 
فہا ال جو صحواً ولا نذهب إلى الحديقة ويكون هذا الاقتضاء 
صادقا فى اطالات_الثلاث التالة : 
۲ «اذا ۸ یکن البوم صحواً » و« ذهينا إل, الحديقة » 
٣‏ « إذا لم يكن اليوم صحواً » و« لم نذهب الى الحديقة ». 
فمها هذه القضءة المركبة صحرحة أو خاطئة . ويسمى هذا الجدول حدول 


الحقمقة لقضة الاقتضاء . 





ملاحظة : 


نقول عن القضية مه إنها غير منسجمة ممع < فيا إذا كاف 


( بے بے ماح ). 


۷ 


]- التکافق : نقول » تمریفاً » آن القضتن ب » .< متكافئتان ف 


اذا اقتضت کل واحدة منپا الأخری 


م 


اي اذا كان : 


زنب سے جح) و (ت سے ب ) 
ولوف ان زاگ بالشكل : 
1 د جه و 
ونذكر ذلك بقولنا : «١‏ إن الشسرط. اللازم رالکافی اتحقق < هو 
E 2‏ آي ا يكفي لتحقق > أن +:محعحشقی ف 3 أنه دازم 
لتحقق حم أن تمحقى فا قلا و سحقى ہے الا ادا حققت 59 وإدا حققت 


وعکن تعريف تكافوٌ فضتان محدول ا لحقمقة الثالى 





الدی سن أن القضة نب جے = صدحمحة إدا كانت تب < صححتان 


معا أو خاطئتين معاً . 


مثال )١(‏ : ( المثلث ب حح یک متساوري الاضلاع ) جے (المثلث ب < ک 
متساوي الزوايا ) . 


مثال (۲) : ( ت < و مربع ) جه ( أضلاع وزوايات < 85 متساوية) 


۱۸ 


م الربط ب (و) : إذا كانت ب 6 < قضتان وقلنا (ت و <) 
فاننا نمی بذلك فضة تتحقق اذا حققت مس وتحققت < معا وتكون 
هذه القضة خاطئة في الهالات الأخرى أي في الحالات الثلاث التالة : 

- ادا محققت بت وانتفت ح 

۲- ادا انتفت ب وۓحققت < 

۳- ادا انتفی كل من ناوي < 


مثال )١(‏ : اذا كانت ب ھی القضة : ( المثلث ب < ك متساوي الساقين). 


و < القضة : ( المللث ب حك قائم الزاوية ) 
فان بس ہ ح هي القضمة : ( المثلث ب < 5 قائم زمتساوي 
الساقين ) . 


مثال )١(‏ : اذا كانت ب القضبة ١ه‏ تقسم ١٥٢‏ ونکتبہا رمزاً بااشكل 
o)‏ |۲۵ ) 


و < لقضه : (۳۰|(۵) 


فان ب م < هي القضية : ( 6 | ۲۵ و ۳۰ ) 


رمک تلخضص تمزيف القضة ب ۸ < في جدول الحقمقة الآني : 





۱۹ 


خاصة )١(‏ : 
يبرهن في التمرين الحلول رقم (1) المين في ابة هذا البحث آن : 
نت لم ح جب = ,۸م تب 
ونقول إن الربط ب (و ) تبديلي . 


مشال : إن قولنا : [ رها۲۵) و ( ۳۰۱۵) ] 
یکافی» قولنا : [ ( ۳۰۱۵) و ( ۲۵۱۵ ) ] 








یم بالتدریج ربط ثلاث قضایا ی » < » ۶ ب (و) بأحد الشکلین التالبین : 
)ت ۸ =( (S۸ =) w6 5S۸‏ 
والشكل الأول يعني أننا نربط القضية (ب ۸ <) إالقضة ك 6 
والشكل الثاني يعني أننا نربط القضية ب بالقضية (< م 5ى) . 
ويبرهن في التمرين الحلول رقم ١١‏ البين في نباية هذا البحث أن : 
(مے م -ح) م5 »> نا م (< م ک ) 
ونقول إن ( الربط ب و ) تجميعي : 
مثال : ان قولنا: [ ( «ه |۲۵ » و« |۴۰ ›») و( ٥|٥‏ ) ] بکافیء 
فولنا : [ ( ۲۵۱۵ ) و («۳۰|۵ »و «ه|ه۱») ]. 
خاصة (۳) : 
يتمتم الربط ب (و) الخاصة : 
وهذا واضح لان القضبة ت م ب قتحقق فما إذا تحققت ب وتحققت ب 


Ye 


٤‏ -- الربط ب (آو ) : استخدمنا فی الفقرة ( + ) آو التخییر 
الي تعني اما الأول و الا فالشانی ¢ کقو لنا و ان اثالث ب حك قائم 
الزاوية أو متساوي الأضلاع » . ولحرف العطف ( أو ) ' معنى آخر 
یتفح في قولنا ( جالس الملاء أو الزهاد ) حيث كنك أن تجالس من 
کان عال) فقط أو من کان زاهدا فقط أو من كان عا وزاهداً معا . 
وتسمى ( أو ) في مثل هذه الحالة ( أو الإاحة ) . 

وهذا المعنى هو المتفق عليه في الرياضات عند ربط القضايا بالحرف 
( أو ) » فاذا كانت لدينا القضضتان ب >< وقلنا ( دأو <) فإننا 
نکون أمسام قضبة تتحقق إذا تحققت واحدة على الأقل من القضيتين 
ب » < . وتکون هذه القضبة خاطنة نف الحالة الوحيدة التي لا تتحقق 
فيها ب ولا تتحقق فمپا < . وتكون محققة في الحالات الثلاث التالية: 

- ادا حققت مد وانتفت ح 

و اذا انثقت رب وئحققت ح 

< اذا تحقق کل من تب و‎ ۴٣ 


ورمز عادهة للقضة او ال (ن بن <ة). 


مثال : (.إن س عدد طبيعي يقبل القسمة على « أو ۳ ) فضة حققة 
من أجل الأعداد التى تقمل القسمة على +« ولا تقمل القسمة على م » 
ومن أجل الأعداد التى تقمل القسمة على + ولا تقمل القسمه على 
؟ » ومن أحل الأعداد الي تقل القسمة على « روم أي الأعداد 
التي تقبل القسمة على . وتنتفي هذه القضمة من أجل كل الأعداد 
الق لا تقبل القسمة علىی ٢‏ ولا تقمل القسمة على ۳ . 


وریکن تلضص تعریف القضة ب ۷ < في حدول الققة التالي : 





(۱) راجم کتاب جامم الدروس المرببة قشمخ مصظفی الغلاديني الجمزہ الثالث . 


۳۹ 





خاصة (۱) : 


ببرهن نی التمرن احلول رقم (۱۰) ان في نابة هذا البجث آن : 


ل۷ = جه ج ٣‏ تب 
ونقول ( إن الربط ب أو ) تبديلى . 
مثال : إن قولنا: | ( عمر يدرس الأدب ) أو ( عر يدرس القانون) ] 
يكافىء قولنا : | ( عمر ددر س القانون ) أو ( حمر ددرس الأدب ) ] 
خاصة )٢(‏ : 
ويبرهن في التمرين رقم )١١(‏ المين في نهاية هذا البحث أن : 
)ت SV (> VY‏ جه با بن (22 بن 5 ) 
ونقول ( ان الربط ب آو ) تجمبعي . 
مثال ۰ إن فو لنا ۱ ) مر ددر س الأدب أو مر ددرس القانون ( أو 
( مر يعمل هدرساً ) ] 


يكافىء قولنا :[ ( عمر يدرس الأدب ) أو ( عمر يدرس القانون أو 
عر يعمل مدرساً ) ]. 


۳۳ 


. خاصة (۳) : 
بتمتم الربط ب ( أو ) بالخاصة : 
نه ۷ سے اجب تب 
وھذا واضح لان القضمة ب ۷ب تكون محققة فی کل من الالات 
الثلاثت التالمة : 


وعکن توضح ما سق محدول ا حقیقة التا ی : 





َعقَارنة الوا :“تا كداءمن ية هذه الخاضة :. 


۸ - خواص هامة للربط ب (و) والربط ب (أو) : 
إذا كانت بس + < »> ی ثلاث قضانا كان لدينا : 


أولا : 
ب ۸ ( = ين 5ى) <> إنام ح) ۷ (ب م و) 
ویقال إن ( الربط ب و ) قابل للتوزيع على الربط ب أو . 


مثال : إن القضمة | +۱۰۱۵ و ( ده |۳۰ أو ۳۵۱۵ ) ] جه 
القضمة [ ( «ده|۱۰ »و «ه |۳۰ ) أو 


( «ها.» و «هاه۳)) ] 


۳۳ 





ٹانیا : 


پ ‏ (< م5) جه (زنا ما <) ہم رت ۷ یک ) 
ويقال ( إن الربط ب أو ) قابل التوزيع على ( الريط ب و). 


مثال : القضمة ۱ ۰|٥۵‏ أو ) |۳۰ و «ه |۳۵ ) ١‏ یے> 
القضية [ ( «ه ۰ او |۳۰ ) و (« ۰۱۰۱۵ 


أو « |۳۵ ) ] .۰ 





۹- الرموز التقديرية : لقد رأينا أنه قد يكون للقضضة س متحول 
وأن هذه القضية قد تتحقق من أجل كل قممة هذا المتحول أو من أجل 
بعض قَمم هذا المتحول ( قدمة واحدة على الأقل ) أو ما لا تتحقق من 
أحل 7 قبمة لهذا الماحول . وقد اتفق من أجل الإختصار في الككلام 
أن عثل من الحالتين الو ی والمانة برهر خاص » فبر مز للحاله الأرلى 


الشكل : 


» ( س ) ب (س) 
ونقرأ ذلك بةولنا « مها كانت قيمة س فان القضية بس بحققة » 
أما اخالة الثانية فيرمز لما بالشكر : 
3 (س ) بت (س) 
ونقرأ ذلك بقولنا : « تتحقق القضية ن من أجل قيمة واحدة على 
الاقل د س ». 
نسمي 7 بالرمز الكلي كا نسمي 3 رمز الوجود ۰ 
مثال -١‏ اذا رمزنا ب س لثلث متساوي الاضلاع وذکرنا القضبة بس 
التالية : ظ 
« إذا كان س مثلثا متساوي الأضلاع فان س مثلث متساوي 


ی 


الزواا » فان هذه القضبة صحبحة من أجل کل س ونرمز لذلك +لشکل : 
م یار 
مثال ؟ - إدا رمز ب س لثلث کنفي من محوعة الثلثات ود کرنا 
القضمة التالمة : 
10 ین لد فا 
فان ہذہ القضیة محققة من أجل بعض الثلثات أي من أجل بعض 
قم س فنرمز لدلك بالشکل : 


3 سا ب ( س ) 


إن ك3 من الشكين ب (س) ب (س) ؛ 3 (س) ب (س) 
يمثل قضية وليست إحداحما نافبة للأخرى بل إن القضمة الأولى حمالة 
90 قولنا « ما کانت س فان 
ب محققة » بقولنا + يوجد على الأقل قسمة واحدة ل س تکون من 
أجلبا ب غير محققة » . 
وننفي القضية « يوجد على الأقل قيمة واحدة ل س تکون فہا 
القضية محققة » بقولنا « من أجل كل قيمة ل س تکون القضية ب 
غير محققة » . 
ہہ (س)ب (س) جے 3 (س)مب (س) 
> 3 (س )ات (س ) جه ۷( سس ) مب (س) 


Yo 


تما نٹ ولہ 
القضایا 


۱ - آوضح آي التراکنب الاتبة عثل فضبة : 


. إن الشكل ب ح ده معين‎ - ١ 
هل الشکل ب < واه معن ؟‎ ٢ 
. إِذا کان الستقم شا هارا من النقطة م فہو الطلوب‎ - ۴ 
. هلا رسمنا مستطيلاً‎ 
. ىه -- ان القمر کوک سار‎ 
٠ دمشى عاحمة الجمهورية العريدة الدمنشة‎ ٩ 
۱*۲ - ۳) °۳ ( ¥ 
) ۵ + أوجد ناتج ما یی ۳ (س‎ 


. لمعادلة من الدرحة الثانبة حذران‎ - ٩ 


۸ سب 
.مہہ آرحد على الضلسم حدج کوک من الات با احج 5 نقط _ 4 متساویة 
المعد ین عن ضلعه یں حم 6 تب کہ ٭ 


ا حل 
إذا تذكرن أن القضية هي الكلام الذي عکن وصفه بالصدق أو 
أو بالكذب فاننا نستفتج بسمولة أن التراكيب ذات الأرقام ( ٠۳٠٠١‏ 


۳۹ 


۰ 4 ۸» 4 #( تثل قضایا » با لا عثل الترا کسب‎ ) ٩۰۲۷۰ ٥ 
. قضاا‎ 


- بسّن فيا إذا كانت القضايا الواردة أعلاه صحيحة أم خاطئة : 


ایا : 

استناداً الى المعلومات التى انا صحتها نتسعة لدراستنا وخيرتنا العامة 
یکننا آن نقرر ان القضتین ( ٩۷‏ )» صحبحتان وان القضتن ( و )٦١‏ 
خاطئتان » آما القضتان ( ۱ » ۳) فلا عکننا ان نقرر شنثاً محقپیا ما 
م يكن الشكل والمسألة المتعلقتين بها واقعتين أمام أعمننا ٠‏ 

۳ - اکتب القضایا النافية للقضایا التالة : 

۱ - بقل العدد ۷۰ القسمة عی :۱ 

۲ - یقبل العدد الزوحي القسمة على ۲ 

۳ ل يو قاسم مشترك للمددين ۱ و ٩۲‏ 

- إن المثلكث الذي آطوال آضلاعه ( 4۰۳ »۰ ) مثلث قائم 

ہہ (ب+ ح)؟ = ت ونح بج" 

5 - منصف زاوية الرأس في المثلث المتساوي السإقين ينصف القاعدة - 

+ - قطرا متوازي الاضلاع متناصفان ٠‏ 
ال : 

القضايا النافية لاقضايا السابقة هي علی القرتیب القضایا با تة : 

۱ - لا يقل العدد ۰ القسمة على ١4‏ 

۲ لا یقبل العدد الزوجي القسمة علىی‎ -٢ 

م ل لیس العدد ۱۷ قاسا مشتر کا للمد‌دین ۱ ۰ ٩۲‏ 


۳۷ 





ورای لس الماك الدي أطوال اضلاعه ( ۳ 4 » ۵ ) قائماً ٠‏ 
۵ س ( نت + ح)" ع SSNS E‏ 
٩‏ - منصف زاوية الرأس فى الثلث التساوي الساقن لا نصف القاعدة . 


۷ - قطرا متوازيی الاضلاع غبر متناصفن . 


تمرين : بين أنه إذ! كانت قضية من القضايا الواردة في التمرين السابق 
صححة فان نقپا س.كون خاطئا وعلى العکس إذا كانت خاطئة فان 
نفمہا سکون صادةاً ۰ 


ع إذا كان جال س » متحول القضايا التالية »هو جموعة الأعداد 


ا(صححة 6 AE‏ القصايا ازجا دف والقضاء' الكاددة من موعےه 


القضابا الاله : 


کے ٣!‏ ی 0 ۹ گے 3 9 ہے کی 
4 ۲ - وس ند ۳= ۰ e‏ 4 


تلاحظ سپولة آن القضتتن (ه ٩‏ ) صحبحتان دوماً وان القضتن 
( ۳۲ ) 70 ۴ آما القضة )١(‏ تی صححه من ای 
س = ج وخاطئة من أحل بقة الأعداد الصححة و كذلك فان القضة (؛) 
صحبحة من أجل القدمتين ( ؟ » + ) وخاطئة من أجل بقية القم المأخودة 


من مموعة الأعداد الصحمحة . 


۳۸ 


قب زفق أذ عه ع ود تست ( 2 هه ہب ) 


الحل : 

یتحقق الفرض دوماً إلا في الحالة التي تتحقق فمها ب وتنتفي (مح) 
أي في الحالة زب وح ) أما المطلوب ( احج سه ہاب ) فہو عقق دوما 
وهذا ما يبرهن تكافرٌ قضق الفرض والطلب أي : 


(ب ہے ماج ) جه (ج عه لمان ) 


ويمكننا أن حل هده المسألة دطردقة حدول المقيقة : 





علىء العمو دین الأول والمانی کیا فعلنا فی دراسة ہم فضتین مع بعضہم|. 
أما العمود الثالث المتملق بنفي القضية ب قبي مخالفة للقيم الموجودة 
في العمود الآول والقيم التي يحويا العمود الرابع مخالفة للقم التي يحويها 
العمود الثاني . أما قم العمود الخامس الذي عثل قم الإقتضاء فپي دوما 
)١(‏ إلا في الحالة ب وله ( م ح ) وكذاك الأمر من أجل قب العمود 
الأخير شبي دوم (١‏ إلا 2 الال = ونم ( نہ ب ) و دسدب تطاسق 
قم القضتن ( ن شه نہ < ) و ( ج ےہ بهم ب ) تقرر أن هاتين القضضتين 
متكافئتان . 


۳۹ 


5- اكتب ااقضایا الرکبة الثالیة با کال رمزیة مستى.نا بادوات الربط 
وبالحروف نت © سح ؛ ... الق نرمز ہا لقضایا تساه .ان یه 
لكل من هذه القضابا : 


کا 


. القمر سسارة وهو مصنوع من اخدید‎ -١ 

نے القمر مسارة وهو آصفر من الارض . 

٣‏ القمر سمارة أو تابع للأرض 

؛ - القمر تابع للارض وهو أصغر منها . 

م س العدد ٦‏ بقمل القسمة على العدد ۲ وعلل العدد ۳ 


۳۱ | أو ه‎ ٥إ‎ ٥ العدد‎ -٦ 


دياو دع واه دم 
۳۱-۸ < ۱,۷ آر ۳۱ < ۸ں 


2 ۾ 2 لير ء 2 هر ۰ 2ھ 


4 دارب :ا محم احج اب او نام . تا = بت 
ہ٠‏ بت؟ ۔ < = ( ت +< ) ( ی حد) 


و ( نت + جح )۲ جح ں؟ + ٣ں‏ سح بسحے؟ 


'خل : 

ادا رمزنا ب ب للقضة الاوی وب سح لاقضة الثانية الواردتين في كل 
راحدة من القضادا المر كمة السابقة فانه عکننا آن a‏ هذه التزا كسبه 
الاش كال الرمزية التالمة : 


= ۷ ہے بے‎ A۸ 


> ۷ تست بل‎ ٩ 


۷ 
< 
( 
۱ 
ےھ‎ 
Xn Rm جه‎ 
۲ 
> 
( 
۱ 
0 


2< ۸ تب‎ ٠١ 
ویکتنا ٍستناد؟ إلى ما يقبل العلم في هذا العصر > آن نقرز ان القضايا‎ 
صحبحة.‎ )٠١ ٠٠٠٠١ ) غخاطلة وآأن القضایا (+ء‎ ) ۸۷ ۲۱( 
: اکتب القضایا النافية للقضایا الر كنة الواردة ف التمرین السابق‎ -۷ 

ال : 


إدا عدا ال تمریف القضية اار کية ب(و) والقضة الرکنة د ( آو) 


ایا 7 مر 

٤ ٠ٗ‏ م ۳ جه ده £„ w»‏ 3 1 اب ۔ 
ا : ی ا / 2 ا ے تک 
کے وت ےئ 35 مو جز ةا ل ا میں من 
9 ظط کے کے ون نکی 5 


كت 
۴ و .3 


٣ 7‏ 5 ۳ > 8 »¥ 2 : 7 
یں کے رپس می ی ود 07 ات لے 7 
ڑا صا یں و ۲ ا 85 رایمه بای ۳ ر ا ےا عو EE‏ 4 
5 3 سک پا 


مول إن المند ۳٩‏ لا بقل القسمة على ۲ أو لا يقمل الفسمة على م 


ای لا بقسم المدد ۵ المدد ۲۵ ولا العدد ۳۱ 


۷~ ۷١ے‏ عي م أو ا عدم 
۸ ۷ عو ۱:۷ و ۷ ۸را 


(۳ ۳۹۱ 


2 ۵-3 2 2 2ھ 
ا مور رر سا ھت ات و یت + اب لوت 
۰ ' یح ( ت += ) رن تج 
او ( ت + )چ ت + ٢ں‏ = + حا 


- اکتب القضمة النافة ل ب ۸ < ورهن صحة دستور 
« دو مورغان » الاول : 


مرت ہ۸ ح) جے ( یات ) ب (م<) 


ا خل : 
قتحقق اب ۸ < في اما الوحیدۃ التي بتحقق فیہا كل من القضيتين 
ب »© < وتنفی فی ال حالات الثلاث الماقكة وھی : 


وکا ان تا كدر ان هذه اطالات فی اللات الخد اى 
تحجقی فہا القضة : 
لم ا ا 
حدول الققة التالی : 


ب أاعت ہ ٹا ^ جات ۸ اہ رات مر حت ) ( ~ ت ( )~=( 


5 ۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰۱ 
۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۹آ‎ 
۱ ۱ ۱ ۰ | ۵ ١ ۱] ٠ 
١ ۱ ۰ ۱ ۱ ۱ ° |° 


۳۲ 





إن التطابق الظاهر فى هذا الجدول بين قم القضة تم( نت ماح ) 
لوحودة ف العمود السادس وقيم القضمة ( بہ ب ) ۷ (سم ح ) الموحودة 


ي العمود السابع ر کد لنا التطابق بن هاتتن القضتن وسمح لنا بأن 
کتب 1 


EN VC OR ENES 
: مالاحظة‎ 
: دارهن بالطردقة السابقة نفسها دستور « دو مورغان » الثانى‎ 
) r ( ت ۷ د) چ (ہت) ہم‎ ( × 
قاعدة : لنفي قضبة مر کبة من قضتين بواسطة أداة الربط (و) ننفي كل‎ 
. من القضتن ونستمدل بالاداة (و) الاداة (آو) والعکس بالعکس‎ 
: من أجل أي قضتين ب » < آثبت أت‎ - ٩ 
غ ۸ مش چه چ ۸م نه‎ 


البرهان : بطريقة ماثلة لا رأينا فى التمرين السابق وبالاعتاد على تعریف 
( الربط ب و ) نشکل حدول ال حقمقة ‏ التا یل : 





وملاحظة العمودين الأخيرين ۳ أن القضتین ب ۸ < و جح رت 
صصحتان معاً أو خاطئتان معا فا متذفئتان . 


۳۳ 





بب ۷ ج ےہ ثظث ابيا ا به 


البرهان : نشكل ہجدول ال حقیقة التالی : 





e CES 
١ +9 
۱ 0 
۱ او‎ 











تا بت ا 


وقد سحلنا في العمودن الاول والثانی ال الات ا حتلفة لقم القضستین 


م 


لے ¢ حم معاً. وسحلنا 2 السمودین الاخيرين هم القضتین سا اص 4 سح پا ت 
المقابلة لكل حالة من حالات الممودن الأول والثاني وذلاك اعتاداً على 


۰ بن عا ا 9 و ۰ ۰ e 4 ١‏ 
تعر دق اة 11 وط 7 او 1 ب و ۳۹ گم الع 2 الا زلا جل از 


كيد نه 
۸2 


2 5-5 


س 

ھھ ے ب = 

2 نکی مر في 
کی رج و 


اد 


) 5 لاس رد يبا) وزعت بن‎ %6 (Sy m)g iw =~ ١ 


ہم 


وبما أن القضية (< بن ى) تتحقتى في الحالات : (<) و (4) 6 
(ہح)رو(ویف) ) (<) و(مو) وتنتفی فى ا ٰاله الوحمسدة 
( نج ) و( و ) فان القضتة الرکنة ب ۷ (ح ب7 ى) تتحقق فى 


1 


ال حالات التالة وق ھذہ ال الات فقط : 





وید مہ ار دا روا لا sealed‏ 





(sSr)g (=~) g ت‎ —¥ 








نستنتج بالطريقة ذاتها أن القضية ( بس ب < ) ۷ ك تتحقق في الحالات 


> ا 
2 


حو و 


5۳3 ۱ | ST 











4 
SSN ome O OFS SF‏ 
وہہ ام درو سوہ 6 
90ء" 
یتضح الطاوب من تطابق الحالات السبع الأول معالحالات السبع الأخيرة 
يمككن حل هذا التمرين بواسطة جدول الحقيقة التالى : 


5( بد) و(<) و( 5) 








١ 
١ 
١ 
١ 
١ 
١ 
١ 





وبلاحظة العمودين الأخيرين من هذا الجدول نستنتج المطلوب . 


۳۵ 





: آثيت أن‎ ء٠‎ < ٤ من أجل أي ثلاث قضایا ب‎ - ١19 


ب ۸ ( = م5) جه (زنام 2)م د 


البرهان : بطريقة ماثلة 1ا رأيناه في التارين السابقة وبالاعتّاد على تعريف 





(د ۸ < ) ۸ک صحبحتان معا أو خاظئتان معا فبا متكافئتان . 
۳ - إذا كانت ما» جح »ىم ثلاث قضایا بسطة ا وت نفی کل من 
القضایا التالة : 


أ ديام مخ 4 ہد مایپ یہ سس )ا سايم ون سے ہے 


gu — ¢‏ لماح پچ ص-۔(ب ۷ حج) مله 
الل : 


استنادا إلى القاعدة الينة ف التمرن (ه) السابق عکننا آن نکتب 
پالتدرج : 


1— نم (Kr vw)‏ نان ىا نہ )یہ ح) جیا نہ Vu‏ > 


۳۹ 


۳ ہہ ہہ ب ۷ ہ = چە نہ (بہں ) ۸م بہ (ہ جر )ا جه تب ۸ = 
٣‏ يا ان الإقتضاء ينتفي في الحالة الوحندة الي بتحقق فمپا الفر ض. 
وتنتفی النتحه فأذه 3 مكننا أن نکتب : 


ہ يمت ب ح) جےنہ سب مہم ہج 


4 - بطريقة التمرن السایق عکننا آن نکتب : 


۵ ۔ مرت ح)رحاے د زنب ۷ح) پ مج 
(rR vur) = ۰‏ لماه 
ونحد بذلك تعمما لدستوري « دو مورغان » 
مرت >r (>r vur) © [>< «۸ (> v۷‏ 
قاعدء : لنفي قضمة مر کة من عدد من القضاا بالاداتن (۸) و (۷) 
تنفي کل قضنة داخلة في هذا التر كىب وقستمدل الأداة (۸) الأداة (ب) 
وبالاداة ( ۷) الاداة () . 
ويمككن اجراء الدراسة السابقة فی حدول الققة التالی : 


۸ ]اہ ت اہ ا(ہت) ۸ (ہ چ)ا[ (تمت) ۸ (ہج)] پ (نسو) 





إن التطابق بین قم القضة ب |[ ( ب ۷ح)۸<] وقم القضة 
[ ( ~ ب ) ۸( ~ہ<) ] ۷ (2 ح ) الواقعتين في العمودين الخامس 


والتاسم بؤکد التطابق بين هاتين القضستین ۔ 


۳۷ 


۹ 


ا زس C+‏ 
تما يار 


3 ی تس وس ات 
۱ - عمن فما يلى التعابير الي قثل قضایا . اد کر الصحیح منہا وا حاطیء : 
5- إن هذا المثلث متساوي الساقين + س + چس + ے٢١‏ 


اہ 


سسا 
7" ا ۱ سرع احم N‏ 
ی E‏ ۳ 
یت --۔ عدد عادى 1 سس ۵۰ — ا م مور 
م : 2-208 زه 


0 ۱ - القاهرة عاصة لبنان . ۲ - بفداد تقم علی نهر دجلة | 


ه - يا بني قم وحضمر درسك اخرلا كدي 


١0‏ - انظر في كل قضمة من قضاءا العمود الثاني وبين فا اذا كانت تافمة 
لاقضة المقابلة ها من العمود الأول : 


١‏ -كل الطلاب جرون 6 کل الطلاب غبر مجدن ۹ ے 

۲ - کل زآویة ق الثلٹ تساوي "٦٦‏ 6 کل زاوية في المثلث لا تساوي .+5 5 
۳ - کل السمارات تدورحول‌الدمس 6 کل السبارات لاتدور حول الشمسئ 

؛ المثلث ب < و قائم الزاوية 6 ليس المثلث ب جع بقاثم الزاویتط 
و جا اران 28 متس ارنتات 6 'لزاویتان ت ٤‏ ح غير ا 

-٦‏ يقبل س القسمة علی (۲)او(۳) م لايقبل س القسمة على (7) ولاعلى زسم) س] 

ات کلا من < و و 6 ت لا يقم > ولا يقسم ئ × 


۳۸ 


: اکتب الاقضایا النافة للقضاا التالة‎ - ٦۹ 


۱- ۷ عدد آولی ۲ - ۱۱ مربع تام ٦‏ و رہ 
لل الستقمان ل »ل متواز بان 4 - قطرا امریع متساوبان و متناصفان 
و - الارتفاع في المثلث المتساوي الساقين دنصف زاوية الرأس ودنصف 


القاعدء . 


٩‏ - ان الثلث ت < و قائم الزاوية أو متساوي السا 


۷ ( توح ) أو (ی) مت رت او <) و (ک6) 
٩‏ - (زن حب = ) و (و) ٠‏ رات ےه = ) او (ی) 


27 - عن قیمة كل من ر القص ایا الما احال ہے زے ےج) و م۶ 
وم یں سو لہ اس کے ر zr“‏ 
4 ۴ رربم 


سس کے م ان > مه اي 


î 
۳ اس‎ 
س‎ 


= ۷ سے ۳ س + ٣‏ سے ۹] 
ياد 2996 ۰ 0 
م دست . مرس و )رس -۔م) ۔. 
كم ٦س‏ سک ± ١‏ gچ>‏ س = ۱ © 
ساپس وب م ۶یًًٰٰ۷٘۹۷۷۷۷,), 
کو رب ےت ا : 


١ 8 6 ٩ 
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۱ ] ت > < ) جت | راجت ) تج‎ ( - ١ 
> ب ۸ ( بے <) ] ے‎ [-* 
۱ ) ا - ہہ ( نه م يم نا‎ 


ا 39 0 3۳ 3 3۳ 


۳۹ 





٦س(پب‏ سے <ا) ہم (ہح) سے (نہت) 
۷-اڑب » (< © و) | [(ب م <) ه و ] 
۸ ات ۸ ( ات زا سح ) کج ن > 

۹سب چے لم ( نات ) 

۶ دنم ( نم نتم بم لج ) جه نا ؛ں له 

e a 

۲ -| ( ت ۸ <) e‏ >] > | - (ح - و)] 
SS U yg‏ :۲۳۳ 


)ا - | ن e‏ ( < ۸) ]ج |( = ح)ہ(حنہ>)] 


۶ 
تی پا تھے مل 9 
اجوہ وارشادات 
85 | - ( ([ ۵ ¶ ) لیستا فضمتن )۱۲٢ ۹٢٤ ۸٤) ( ٤‏ فصَاا صححة ؛ 
( ۳ ۷ ۱۰ ۱۱ ) قضابا خاطئة »> (۱) قضتة لا تمرف صحتپتا من 
خطأها إلا اذا عرفنا المثلث > (۲) قضة صادقة من احا 


0۵ ۱۲۰۱ ۷۳) ۷ (4 ۱۶۰ ) نعم . 


سب ۷ لیس بعدد اولی 
۱۰-۲ لیس مریماً تاما 
٣م‏ ال »ل غير متوازین 
1 - قطرا المربع غير مسأو دين أو عير متناصفن 
ه - الارتفاع ف الثلث التساوي الساقن لا بنصف القاعدة آو لا 


ينصف زاوية الراس 


. الثلث مس حو غير قائم الز اوية ولا متساوي الساقين‎ - ٩ 
) ہت او بہی) و( ہی‎ ( 0 

۸- ( ہت و ہہ ح) آو (ہو) 

۹- ( ت سے ہج )او( ہی) 


SRN gS E a ae 
؛-۔(ا)‎ 6 )۱(-۳ ¢ )۰(-۲ 6  )۰(-۱-۷ 
مه(.) ) -(م) لانه مکن کتابة مذه القضة بالشکل‎ 
)۱( -۸ 6 )۱(-۷ 6 ۱ رس = ۱ أو س < -۱) جه س‎ 


+4 ٰ 15:۴6٦ 
)١( استفد من‎ 





بمتبر مذا الفپوم من الفاهم الرئيسة في الریاضیات العاصرة وهو من 
الساطة حت عکن ادراکه سپولة من خلال كثير من المواقف التي 
بان كل منا فى حماته الہوممة فعند الحديث مثلا عن : فرقة حنود» 
فوج کشفي » رتل من السبارات » حزمة من الأقلام » طاقة من الازهار» 
جموعة الأششاء التى تحوها محفظتك ( قا » کتاب » دفتر » محاة » مسطرة» 
مهراة ) » موعة نقاط مستقم » ندرگ ی کل موقف من هذه المواقف 
أننا أمام شيء مكوّن من عدة أفراد وقد اصطلح عا على تسمية هذا 
الشىء جموعة ( 56۶ , 056۲016 ) فنقول : 

جموعة سحنود » مجموعة کشافن » مجموعة سارات . 

ودعد العام الألماني کانتور 28007 ( ۵ م - ۱۹۱۸ ۵ ) اول من 
اعتبر الحموعة مفپوهاً ساسا بتصف با یی : 


١‏ س الحموعة کائن ریباصی قائم رذ ارہ 3 مهو هه تلف عن مقہوم 


من زهره وأحدة ) مختلف عن د را عن اھر الواحدة . 
ست أفراد الجموعة مځار د ؛ أى ہے لا داعى لتكرار أى شرد من 
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آفرادها فحموعة أرقام لعدد ۳۸٦٣٣‏ هي ۸۶۱۲۳۲۵ ول بذکگر 
الر قم ۳ سوی مره وأحدة رعم ظپوره مر تین في العدد المذ كور . 


ع« - المجموعة معينة تعبينا تاما ...ث يمكننا أن نقول عن أي شيء 
إنه فرد من المجموعة أو غريب عنها فقولا جموحة الشحمان فى بد مالا 
مثل مجموعة رياضية لان وصف فرد بالشحاعة مختلف من شخص لآخر, 
في حين أن قولنا مجموعة الدول الأعضاء في هيئة الأمم المتحدة هي 
مجموعة رياضية معينة تامأ لآذنا نستطيع بعد الرجوع الى سحلات هذه 
اهمئة أن دقرر فا ادا كانت دولهة میا هي فرد من هذه الحموعة آو 


لدست فردا منہا 
4 - لیس الترتبب الذي تورد فيه أفراد المجموعة أي أثر علمبا » 
شحموعة اخروف اتی تدخل 7 و ری هي ب 9 و . 5( مر تمه 


+ 


e E‏ 2 یت ا 
د ۶ 7 ود وي 2 رٹ ا او . 08 


مثال )¥( " عاضر کے طس 1 ی د 7 مي کی 


0ی لو ی » هم ٣‏ +ط 
وسترمز في غالب الاحان لاحموعات محروف کہرۃ مثل: موم > 
cE‏ صم » 2 هه 


۳ 





و سنستخدم الحروف الصغيرة و( لاسحموعات عند الضرورة وعدم 
لالتباس . 


۲ - طرق تعيين جموعة : 
١‏ - تتعين مجموعة إذا عرفت جميم. عناصرها » ويمكننا عندئذ كتابة 
سم = | ناس ) 

۲ - تتعين المجموعة أيضاً بذكر خاصة يمكننا بواسطتها الحم على أي 
هی ء بأنه عنصر 2 هده احموعة 4 إنه عردب عنہا ء وق هذه الخالة 
ترمر لعنصر کسفي من عناصر ا حموعة بر مر مثل ع الدي سمه رت لے 
( ©2131 ) فى المجمرعة ونعبر عن امحموعة بذ کر ااصة اي یتمتع 
بها المتحول ع أي الخاصة المميزة التي تتمتع بها جميع عناصر المجموعة 
المذكورة . فاحموعة سم السابقة الذکر تکتب بالشکل : 
حرف من حروف كلمة انسان » وقد استخدمنا. الرمز (:) عوض) عن 
كهة (حىث ) . 

والجدير بالذكر أنه بإمكاننا » في هذه الطريقة » استخدام رمز آخر 
غير ع مثل س أو ص ... أو # >| ... ونکتب : 

سم سے ( ٭ : ٭ حرف من حروف کلمة انسان ) 
مثال (۱) : ذا فرضنا سم مجموعة الاعداد الصحدحة الوحبة الدّي تصغر 
المدد ٩‏ » فمکننا آن نکتب : 


اگ 


سرہ = ( ٥٤٤٤۴۳٤٣۲٤١‏ ) 
7 مسہ = ( ن :ن عدد صحیح موجب << ۱ ) 
مثال (۲) : اذا کانت ع جموعة الاشخاص الذن بتکلمون اللغة العربمة 
فمن اکن - ولو نظریاً - معرفة جیع عناصر ال جموعة 
فاننا تكتب فى هذه الحالة : 
عم سن ( س :اس يتكلم العربية ) . 
١+‏ - ا جموعات العددیة : 
إن أكثر ال حموعات تداولاً فی الدراسات الریاضیة هي الجموعات 
العددیة ٤‏ وسنذ کر الآن بعضاً منہا ونقدم ما تبقی منہا في الأماکن المناسبة: 
١‏ مجموعة الأعداد الطہمعمة : 
0 د )...٤)٤ ۳٤۷٢۷٢٢٢٢٠‏ 
۲ - مجموعة الأعداد الطبيعمة المغايرة للصفر : 
ط* = ۱ 901 ا 
۳ - مموعة الاعداد الصححة : 
صم = )سک ۲ ۱۰۰.۰۳۲۱۹۰۲۱ 
؛ ‏ مجموعة الأعداد الصححة المغايرة للصفر : 
صہ* د ای) -۔ )...۲۳٣٢٣٢٢٢٢ ٤٢٢۳٣‏ 
٥‏ - مجموعة الاعداد الصحبحة الوحبة والصفر : 
صم( بد | ۱۱۰ ۰.۰۰۳۲۲ ۱ 
٩‏ - مجموعة الاعداد الصحبحة السالبة والصفر : 
صم- < ( .. 6 ۳ ۰۱-۲ ] 


۷ - مجموعة الأعداد العادية وهي الحموعة : 


٥ 





نس 


مج سح لطا سوس = ٤ب‏ وصم؛ حدوصہ*) 
عبت 


م - محموعه الأعداد العادية المغايرة للصفر ونرمز ها د اع 
۹ س مہ عة الأعداد المادرة الموحمة و الصفر ور هر لها د .م 3 
٠‏ - مجموعة الأعداد العادية السالبة والصفر ونرمز ها بر ع - 


١١‏ - مجموعة الأعداد الحقمقية ورمز لها 45 رکون من “تمسح 


١ تحت‎ ٤ 
40 طل‎ ‘FR ٤ ٤ الا عد اد المادیة و عبر العادية مثل : ھ‎ 
1 


۲ - مجموعة الأعداد الحقيقية المغايرة للصفر ونرمز لها ب * 


۳ ب مجموعة الاعداد القرقية الوحبه والصفر ونرمز لما ب ۳ 


۶ 
مجموعة الاعداد ال الساثة رالصفر ورمز شا ی 
4 ۱ مهدب تم ک4 fe‏ ل دہف 4 e‏ 4 ھەس 3 ۶ سے 2۵ مه وا و 
۰ 55 ہب ا يه 
7 ٤و‏ دم ۰ 1 ٠.‏ 0 0 ۰ 
جس - ۲ 24 7 0 2 ۳ > سے an‏ 2 4 ر 7 5 3 ۶ 5 : 31 ۰ 3 ۳۳ 0 
تفت هم یو که ا 3 ا اا م الى تا شمش شب مث قے 1 : ۶ 4 و 2 ا میا بجی ] 
a 1 ٍ‏ ۳ کے ۹ 0 
IEG‏ 3 ہے موی پر : عر م 
1 >< للا .2 و ٢‏ 4 ۰ وب ۱ ا شر ۳ ۳ 3 ا 
تفای 1 1 کی یره و سے ا ha o‏ تی سی ید کپ کشا 
ین 
ر 


هذا المحور ؛ عانى أن كل عدد حقيقي س تقابله نقطة 2 فصلبا ذلك 
e‏ ضر ےت کل د و ) هو فصل هذه 


۷ دهد با 0006 الاعداد الققة لان yT‏ 
حم العموعات العد دية نيل دنقطة من حور مو حه ولکن لاس 


2 


6 - مفهوم الانجاء : ۵ 

إذا كان ب عذصرا من الحموعة سوم فاننا نقول إن م ينتمي إلى 
سم ونکتب ذلك بالشکل ب د سم ونقرأ ذلك بقولنا « ب ينتمي 
ای سم » واذا آردنا نفي انقاء ب إلى المجموءة سرم كتينا : 

ب وھ ںہ 

ونقرأ ذلك بقولنا « ب لا ينتمي إلى سم » . 

ادا رمزنا ب < للخاصة الميزة لمحموعة سہ فان قو لتا و ب د سہ» 
بكافىء قولنا « إن < حققة من أجل ب» وقولنا « ب # س » يكافيء 
قولنا « إن ح غير محققة من أجل ب » أو بشكل رمزي : 

نت د سے چ ح(ب) ٤‏ بب وسشسم جے لماج (ت ) 

أمشلة : 

-١‏ إذا كانت سرم ح [ س : عدد طبيعي زوجي ) فان 

۸ 5 سم و - غغ ‏ سے 
۲ - اذا کانت سم مبط الستطیل شب دى وم ماكز هذا 
المستطمل فان 
م د سوم و م 3 سم 

م« اذا علمنا أن صم مجموعة الأعداد الصحصمۃة وأن صم+ 
جموعة الاعداد الصحبحة الوحبة وااصفر وأن و مجموعة الأعداد 
الصحبحة السالبة والصفر فانه بیکون : 


۳ سے 
٣‏ د صرہ 1 2 . د ص ںہ“ ۰ وصم»-ه و ص۲۱۲ #صم 


۷ 





j Ensemble Vide, ا جموعة اخالیة: ۱ 566 تاج‎ .- ١ 
۱ 4 وعدت ۹" لا نو جرد ای عمس‎ 


و و وہ 7 9 5 9 

إُدا عسنا مقوعة بخاصۂة مميزة و 
٤‏ ص301 03 کےا ۰ 
ا مچ مو 4۴ ا و دعا الر هز 2 


هذه ا حاصة فاننا نقول إن ھذہ 
li.‏ 
الرمز ۽ | 


أمشسلة : 
١‏ - إن موعة الاعداه الطينسة التی تکبر العدد ۲ وتصفر العدد ۳ 
هي مجموعة خالبة لانه لا بوجد بین العددین + 2م أي عدد طبيعي أي: 


د طاو ؟ << س ٣<‏ 


ج = ۱ س ؛ مر 3 

۲ - دا قمنا باحصاء علی سکان عدننة دمعشق ووحدا أنه لا بوحد 

آي فرد ممم بزید مره على ۲۰ e‏ وا إن الأفراد الدين سکنون 
: والدين بزيد عمرهم على ۱۲۰ سنۂ بؤلفون مجموعة خالبة 


ظط 


إ ) = ( س :س من دمشق وبزيد عمره على ٥٢۰‏ سنة) 


و 


۴ ي = وس :س ةط 6 س +۳ جح . | 
-٦‏ ا جموعات النتپية واجموعات غير المنتهية : 


إن للمجموعة : سم ۵۱ »بت » < »و ) عناصر أربعة فى حۃ 


مجموعة الاعداد الطسعة : 
a CPE FOE‏ 
لا عکن الإنتهاء من ع عناصرھا . 


نسمي كل مجموعة يكن الانتباء من عد عناصرها ( ولو نظريا ) 
مجموعة منتپة ( 561 ۲۱9106 , نطذ1 056۳0016 ) وهى المجموعة التى عدد 


عناصرها محدود ونقول في الحالة المخالفة إننا أمام مجموعة غير منتهمة 
Ensemble infini , Infinite Set )‏ ) . 


۸ 





۲ -- مجھوعة سکان الكرة الارضة موعة منتهمة 


۳ مب عموعه ال دا د یه الشام موم“ مره 


4 لم موعة الاعداد الطمدعية الزوحمة عبر مهه 5 


9 سب جموعه تقاط وطعه 0( محموعة عير مدمه ۰ 
5 85 نپ 5 ۱ سے 5 ۳ ۰ 4 
اتد ی ۱ لمجموعة المدشهمة المكودة من عمص رم واحد و حیدہ المنصر 


EEE‏ ۰ | دار 


۱ 
a‏ اق د : کسر لل ا ع و 
ومن الهم ان غيز بين الرمزين س و رس [ فااول یِثل عنصرا والثانی عثل 
مجموعة و جرد ه اأعنُصرم ویکون رع 3 ۱ 9 ۱ 


ونسمی ا حموعة المنتہة المكونة ى عاضر ىن (Paire Pair) [gj iil‏ 


کالازو اج ۲ ۵ (۵*ب ) 6 امكة » المحجاز) 6 | دمشق » سوریا ! 
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۷- خططات فين ز ۷680 ) : 


وضم حون فين اتحطط شکل, )٢(‏ عام ۱۸۸۰ وفنه استندل موعة 
آشاء عناطق من مستوي > 
فالنحنی ثم عثل ( النساس 9 A‏ 
الفرنسپین ) ٤‏ والمنحني ظ عثل 
(الناس ا لنرالات ) : والماحدنى 
ن٥‏ یثل ز الناس الدن هلو ن 
مندالمات ) . وعکند ؛سہوله 
1 و اقضاط 
العلاقات بين هذه الجموعات الشکل (۲) 


۹ 


من الناس ٤‏ فالمنطقة السوداء مث تثل النرالات الفرنسمبین الذن محملون 
ممدالمات . ۱ 

وستفاد من طريقة فين في إدضاح کثبر من قضایا نظریة ال جموعات؛ 
وعندئذ تثل المحموعة منطقة عحاطة يخط مغلق بسيط كربم أو مستطيل 
أو دائرة أو أي خط مغلق آخر لا بتقاطم مم نفسه وسمى الشكل 
الذي عثل ااحموعة بذه الطريقة مخطط فين . 


مثال )١(‏ : المحموعة 8حد ae‏ عثليا مخطط فين 
لشکل (۳) . وگل عناصر الحموعة بنقاط داخل الخطط 
وتلل المناصر التى لا تنتمي ال بع کلعنصر 2 بنقاط 
0 





الشکل (۳) 


مثال (۲) : الحموعة سم (س : س نقطة من حبط دائرة مر كزها م | 
عثلبا هي والمركز مخطط فين الشكل (4؛) . وأي نقطة داخل 
الحطط كالنقطة م تثل نقطة من محيط الدائرة . 


مثال (۳) : الحموعة االبة 2 نثلہا بخطط فين كا في الشکل (ه) 
أو كم في الشكل )٩(‏ . وف كاتا الحالتين لا تمثل النقاط 


لقا 


الشکل (ه) الشکل (۱) 

ملاحظة : 

عندما نمثل جموءة منتببة ءخطط فين ونمثل على هذا المخطط جمبع 
عناصر المحموعة يتقاط داخلية لا فى المثال .)١(‏ فإن مخطط فين في 
هده الال هو ف الحقيقة النقاط الى عل عناصو المجموعة والخط الدى 
حصط مه الثقاط يشير إلى أن هذه النقاط تمثل جموعة واحدة. أما 
بقمة النقاط الداخلية في المحطط فلا تأعب في هذه الحالة أي دور. 

وعندماغثل جموعة غير منتهمة #مخطط فين كا في المثال (؟) فنستطبع 
عند اللزوم آن نعتهر |حدی النقاط الداخلية عثلة لأحد عناصر المجموعة . 
وکل نقطة داخلية آخری تصلح لتمشل عنصر آخر من عناصر الحموعة 
وھکذا ۰ 
۱۸ - جماعة جموعات : 

عند ادیث عن جموعة ادارات الدولةً مثلا » بلاحظ أن عناصر 
هذه الحموعة هي مجموعات أيضاً » فکل عنصر هو دارة تتکون من 
محموعة من الوظفین . 0 

وهناك حالات كثيرة تكون فممأ عناصر المدموعة محموعات أا 
ولسمی ممل هذه المدموعة جو عه جموعات ٭ ورعمة 2 حلام تكرار 


۱ 


کلیة مجموعة سذسمي مش هذه المحموعة جماعة مجموعات 


' Famille des ensembles, Family of sets ) 


مثال )١(‏ : محموعة مسنقمات یق افرا هي جماعة محموعات + حث 


۳ : ۱ ا 
ی صر ف هده اا عه هق 000 سم و هو دكا ?ر عمو عه دشا عل ۳ 


مثال (۲) : موعة درائر ق مستو ھی سماعة مموعات ؛ حت كا لص 


۰ ۰ 1 ب 3 3 ۱ 
ف هده البجماعة هو دادره والدادرد ندورها هی شحو حه تقاط . 


جیا کے 


2 
ا 


مثال (۳) : المحموعة ۱ ال 


کی 


موعات لان کل ٤مصر‏ فما هو جموعة . 


مقال (:) : الجموعة ( ۳(۶۳ب/) » (و) ٩‏ ) فیست جاعة 


قوعات لات عناصر‌ها هی اعداد و موعات. 


- 


مثال (ه) : إذا كانت سم = (م ۵ »بت » ا جوا تن 


سوك ااجبسير 


راع جموعات فإن لم تکون رهزا امو عه 5 


تساو ې جموعتان : 
لتکن سم موعة آرقام العدد ۳۳۵۹۵ و عم جموعة أرقام العدد 
۲ اي أن 
فى - ۱ ۰6 ا 
ہے ۱ é۳‏ 71 » ۵ ۱ 


بلاحظ أن ار شرم » ی العناصر نفسہا اق نا 5 
المجموعة داتها . يقال عن هاتين المجموعتين إنما متساویتان ویکتب 
باستخدام علامة ۷۳ کت . سم مامح ونقر أ دلك 
( سم تساوی ۶ 


oY 


و نصوره عامة 1 


r any.‏ سس سس سور ویر سس ی موی و ی ید سس مب 
5 السام وأ سس ہے ۔مدسمراصسف سس سم ور a on. <r ay a a era‏ دیجم 





e 
aia sg مس‎ mm اسم‎ a Ir am: e دا ال تا‎ Car erm a a a r. mnn a aa ay r سد‎ 1 
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۱ نهر یش : تکون و عتان سم و عم مقساونتان اد | کسی أ 


الخاضي عا أ از 


ا 
| 
ا مر مت 








مم ہے سے ہو 







تعریف : تکون مموعنان میم و رع متساوتن اذ! کان کل عنص 


سيور سو بج سیھب ہا سم ٢ے‏ مج 
۱ اس یھ و arn A‏ وجو سب وبيس rar in ri‏ قسف سس LR rra aa‏ ` دجا اسه لجوج پر ہیس سس جن پنو ہپس سس سے ہہوں۔ es‏ 
۱ 


مس زم ددممي 2 ی وكات كل عسصر من ينمي إلى رم 
[ 0 


وتکرن موعتان سم وخ غبر متساویتین إذا وجد فى احدى 
الاقل لا ينهي الى المجموعة قري ونکتب 
عندئد : بر ت۶ 


المحموعتين غعصر واحد على 


وا ذلك ( سرم لا تساوي بع ) 
مثال )١(‏ : إذا كانت سرم مموعة حروف كلءة (معحم ) وع مموعة 
حروف کلة ( جم ) فان سم .يعم لآن: 
EC ER‏ 
Es‏ 
وواضح أن للمجموعتين العناصر نفسها . 


۱ 


مشال (۲) : و 
عن ممداً الاحدائيات سا قدر ه ۳ ب 1 


0۳ 


ت 
احداشاها الملاوه 


متساوبتان وكل منهاهو جموعة 
نقاط حمط الداثرة الق‌مر کزها 
٦‏ و دصف قطر ها ۳ سم 
الشکل (۷) . 


۱ المحموعتان 


سم 


ب 


عبر مساو تین لان 


CEPT 
1 
EZ 


: الحموعتان : 
شع ع 7 مین او ٤ا‏ 
عبر متساوتن لان 


آو لان 


: د سم 


۲ د سم و 


م د ع 


55 ۱ ھ : هم نقطة من مستوي امحورن الاحداشین محقق 


وح اكوم 





الشکل (۷) 
5 - 2 


سم 
سہسھ 


2 ات و ۶ج وا 


اع 


و ھپ سر م 


ہہ نئیجة : المحموعة الخالة 3 وحمد٥.‏ 


في ا لحقیقة ؛ لنفرض أن هناك مموعة خالية أخرى «خ » فاذا كان 


م عدخ 


فعنی ناك وحود عنصر علی الال 2 و خ عير موجود في 
الجموعة الآخری ؛ وھذا خالف لافتراض کون سے و خ خالتتين . 


وعلمه فان : 
م دخ 


ot 


: -المجموعة الجزئية والاحتواء‎ ١ 
دا كانت سم مموعة الکتب فی مکتمة عامة وع موعة الکتب‎ 
اللحطوطة في هذه الکتبة . فن الواضح آن کل عنصر من ,ع هو عنصر‎ 
عن سر لم ك4 أي أن جمسغ عناصر الحموعة ,ع لست سوی دعض عناصر‎ 
أو شعبة من‎ '١' المجموعة هرم »2 تسمى المجموعة ,ع بجموعة جزئية‎ 
من الجموعة سوم . ویقال |ن الحموعة ,ع محتواة !۲۳ فی الحموعة سم‎ 
: أو إن المجموعة سیم حاوية للمحموعة .ع ومنه‎ 


تعريف : نقول عن جموعة ,ع إنها محتواة فى جموعة مسرم إذا 
كان كل عنصر من رع عنصراً من مرم أي أن : 


( ع محتواة في سہ) حے (پ س ود ٤ع‏ ے س و سسرم ) 





وبناء على ھذا التعریف نلاحظ أنه إذا كانت المحموعتان سہ وع 
متساويتين أي أنه إذا کان س = ع . فان : 
5ا آن ,ع تکون محتواة في سم » لان کل عنصر من یع ہو عنصر 
من تلم . 

وعددما تکون ۳ محتو اه ۵ سشہ ڏستخدم الرمز e.‏ 

ونکتب : جم د سرم 

ونقرا: (ع متواة ی سم ) آو (ع مجوعة حزئنة من سم) 


أو ( یع جزء من سم ) أو (ع ئسة ن سہم) 





( Sous - ensemble , Sub - Set ) ۱( 
( Inclus , Contained ) («) 


۵ ۵ 


ودا كتارة نهر دب الملجدموعة الحزشة باس ةلخد آم الرموز کا دلى : 


ست جاسسط .“عايج سحب ورای ےی مر دز رفح سحو بعر د ہپ رو رت بويت الحا موي ,مدا جايو صر حي سي عاد لني ني تي e‏ م ا 





# د سم ) جه زاس دیع نے س و سر م) 


rO o:‏ وإ نمطا تس در ال ات اسان اہی ہہ :جس نو دب مود جب ھی سسجت حو ہے سے ہے 





۳+ «۰۰۰۰۰۰۰۰ 


هھ 


۲ ۱ فو ۱ ۳ 7 ۰ 
و عدلن سمل مُون ۳ سس ما من سام باستخسدام خعطط ات قان. 


بالشکل (۸) 





الشکل ۸۱) 


۲ - الاحتواء بالعنی الواسم والاحتواء با معنی الدقیق : 
رأمنا انه اذا كان كل عنصر من جموعة سیم هو عذصر من مموعة 
آخری ع فاننا نقول إن سرم محتواة في ع ونکتب : 
کے 
واستناداً إلى هذا التعريف نستطيع القول إن أية مموعة سم عتواۃ 
في نفسها : 





ولکن ادا نظرا ف امجموعتين : ی 


= پرڈ یں 4 سم - ۱ جات ا 


فاننا نلاحظ أن سرم محتواة فى ع ؛ وأن بع لا تساوي سم 
بالوقت نفسه » أي أن : 
ساح و 0027 


نقول ف هذه الحالة والحالات اا ا6 و تماما في © أو 
إن سہ تو اة في ل لحتوام حقيقيا أو إن سم محتوأة في 
بالمعنى الدقيق ويقال أيضاً إن ٣ہ‏ مجموعة جزئیة ( شعبة ) حقیقیة 
من ع آو |نس,جزه حقيقي من ع ونکتب في هذه الحالة : 

سرام د ع 

مستخدمان الرمز ۵) ( رمز الاحتواء بالعنی الدقنی ) عوضا عن الرمز 
6 الدي نسميه ( رهز ز الاحتواء با معنی ا ۳ 

وهكذا نرى أنه لا يمكننا استمال الرمز سہ 3 , ع اما م نتأكد 


من أمرين : )١(‏ كل عنصر من سیم هو عنصر من .ع . (۲) توح 
في رع عنصر واحد على الأقل لا ينتمي ل سكم 


وى صوء ما سی ری انه ادا كانت لدينا احموعتان 0 

[ 
نستطیم آن نکتب : (مرم د © واج د 
واذا کانت لدینا احموعتان : 
صہ = ۵ »تا 6 فا 


۱ 


۳ 





فاننا نلاحظ أن صرہ عد ف و ص د ف ولدلك بکون : 


ص د ف 


مشال )١(‏ : اذا كانت سم موعه مدن فلسطین وع تموعة الدت 
المريمة فان سم د ع و سم 2 ع ولذا بکون : 


سوم د لش 


مقال (۲) : إذا كانت م جموعة جميم المثلثات في مستو وكانت ب جموعة 
المثلثات القاعة ف هذا الستوي فان بے 2 و گج 


ولذا يكون : 
ف ےہ ۲ 


۲۳ -نفي الاحتواء: إذا كانت لديناجموعتان سمو .ع وکانفی ,۶ عنصرو احد 
على الأقل لا ينتمي إلى سم فان ع لاتکون عتواۃ فی سم ونکتب 
فى هذه الحالة ع س سم وننفی الاحتواء بالشکل التالی : 


رع و سم) جه ( 3 س د ۶ و س و سہ) 


مثال ]١(‏ : إذا كانت ۵ = 6۳۲۱ ۵) 

ماك ۱ ۷۱۵۹۵ ۱ 
فان ب 8 م ان ( ٦‏ دت و و و ) آو لان ( ۷ دت و ۷و( ) 
بو کل نت لان ۲ د لا و ۲ تب 


مثال (؟) : إن جموعة الاعداد الطسعة الفارة للصفر جزء من جموعة 
الأعداد الطبيعية أي أن : 
ط* د :ط 

فى حين أن ط ا ظ ط* لآن. د طاو. و ط*. 


۸ 





ومن ام تطبيقات هذه الفقرة استخدامہا یق إشات أن : 


4- المجموعة الخالية 7 مجموعة جزئية من أية جموعة سرم : 
أي أن : ۵ < مر م 
في الحقبقة » إذا لم تكن م متواة في سم فپناك إذن عنصر واحد 
على الأقل ينتمي إلى © ولا ينتمي إلى سم وذلك حسب الفقرة السابقة . 
وهذا غر مکن لان م هي الالبة فرضاً ولا بنتمي المپا آي عنصر . 


۵- الاحتواء وتساوي احموعات : 
رأينا في الفقرة ١‏ آنه إذا كانت لدينا جموعتان سورع متساویتان 
فان 2 ےج ےر بے د سرم 


وبالعکس إذا كانت لدينا جموعتان سم و ع وکانت جميع عناصر 
سہ تنتمي إلى .ع أي کان سم د ع وکانت أیضا جيم عناصر 
.ع تنتمي إلى سرم أي كان .ع < سم کان لمحموعتن العناصر ذاعا 

وبالتالی فان سم < ,ع . 

ونستنتج ما تقدم صيفة جديدة لتعریف تساوي بموعتین نستخدم 
مفہوم الاحتواء وهي : 


تعريف : تتساوی مبجموعتان سم و ع ادا کانت سم محتو اه 
في ع وكانت .ع محتواة في سرم أي أن : 


(سرم ح ع) ہے (سہدع راع دسہ) 





ويستخدم هذا التعريف كثيراً لائسات تساوي احموعات ( انظر 
التمرين ٠٠‏ من التارن الحلولة ) . 
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E e 
6 ھچ ف‎ ٣ اد‎ ۱ 6 7 | . ٠ 1 ع جا + 1 ہی‎ 0 ٤ لحم ہی ری 3 جج‎ 
للحة فى هن نما و ہو ہنی واه 7 عططات ف ا تھی ال کیب‎ 


کا 5000 59 ‌ ۰ ۶ «f‏ 1 
أن امهمو عتين ملو ۹ اه تسیا ص ا طلط ٠‏ 


9.- بجموعة اجزاء موه 
لدكن لدينا المجموعة مام سے (( بح ولقسین جمييم جموعاتها 
١‏ س هر ۽ العلو 1 E‏ 3 2 رہ و أ ۵ یج نت یج 
اي ۳ 7 و نا مم مم وان حز ُعتان من ام 
ہہ اشرو ارش ایا را ال ہے و اف یں راغ ف ای ا انے 
۳ سس رس یڑ ا یسا کو ہے E‏ 4 انم ق ر ی ٠‏ ۱ اع اع 
 »‏ اشموعات الخرفة 8 و کل منیا من عنصرن هی : 
{=P} ¢)‏ 0 
وفذلك نکون ود عتا ین 7 لض حم م ذسمی الجموعسة الي 
0 1 ما ] ١‏ 
عناصم ها کا مسرم مجموعة أجزاء سم ورمز ھا الرمز 2 ( سر م) 
يكور 


وبلاحظ أنه لما كان ١م‏ 

وبالمقابل با أن ( 

وبشكل عاء : إذا كانت رم (سوم) جماعة أجزاء المجموعة سوم فان 
كل جزء ,۶ من و عنصراً في المجموعة رع (سرم) . أي أن : 

زم د مسرم ) حه يع دبع (سم 

وبالعکس اذا كان ا عنصراً 2 3 (سہ) فان ع بکون موعة. 


۱ 
د € (سہ) فان ۰ د سم 


1 





ت ی 





( م۶ دی (سم)) کر ے یم ۳ 
|[ (2 5م (سم)) . 


مشال (۱) 


نکی نل غ مرن الطممعمة : 


CET‏ ¢ لأن ۳۱۰۱ ط 


۲- ادا کانت سے ے اس + س علد # ردي ( 
فان سم و ,2 (ط) لاق مس نے 


r~ (۴‏ 3 بن (ط)»۵2 (۰۷ 4 م ط 


۱ 
۲ 8 


کی تیم موعة نقاط مستو, ولنعتبر نی هذا الستوي 


نقطة ۲ و ده ججموعة ذقاط هستقم ن هذا الستوی و ک 
موعة نقاط حرط داثر ه 2 المستوي المذ كوو © دج جموعة 
النقاط الد اخلبة لت ق هذا الستوي فشکون لدینا : 

+ بے (سم) لان ]عنصر من سیم ولیست جزءاً منها 
له د بي (سہ) لان ہہ د سم 

5 5 3 (سیم) لان ک دحت سر م 


5١ 


۷ - المجموعة الكلية : 

{Ensemble Universel, Universal Set) ) lll „Î ) ا حموعة الحلمة‎ 

وبعمارة آخر ى : إذا كانت جميع المجموعات الواردة في دراسة معينة 

( نظرية رراضمة »> مسأل معمنھ ( اه من جموعه واحدة معمنھ ینا 

مثال (۱) : مجموعة نقاط مستو هى المجموعة الكلءة لدراسة :نايا ا أندسة 
المستوية » ومن الواضح أرنى كل شكل من الأشكال المستوية 


03 مسو هو حمو عه جر دمة من هد | الستوي َ 


مثال (٢۲‏ : محمو ع4 1 الطہمعمة 0 هي ا حموعة الكلمة ای بل رز فلن 
من خلاشا مبادیء ا حساب لاأطفال السنوات الأوی في المدرسة 


الا بتدائة ۱ 


واذا رمزنا محموعة کلمة الرمز ک وکان س عنصراً من ڪ وکان 


)٩( الشکل‎ 


1۲ 


تما بین کٹ ولہ 


مفیوم الجموعة وطرق تعیینها : 

9 - عبّن عناصر كل المجموعات الآتبة » وهل يمكنك دائًا ذكر جيم 
عناصر ا حمَوعة ؟ 

- محموعة آرقام العدد ۴۸۵1 

۲ -- محموعة آرقام العد د ۵ ۱ ۶ 

_ مجموعة حدور المعادله س5 سح إ ےم 


اس بي ابي بوي ساد لس تسو و سا 


محموعة مضاعفات العدد هم 


6 


)۳۰ ۸۰۱۵۱۱ : محموعة الارقام هي‎ - ٩ 
۱ محموعة الارقام هي : اه‎ - ۲ 
)۱»۰۱-۱ : محموعة جذور المعادلة هي‎ - ۳ 
: محموعة الضاعفات الطلوبة هی‎ -- 4 

زه »؛ ٤ ١٠.‏ ها » 0 ۵ . . 


وواضح أنه لا عكن الانتاء من ذكر عناصر هذه الحموعة .. 
٠‏ - اقراً العمارتين الآتنتين : 


foctercer“\} 
) اس : س من سکان القاهرة‎ 


سرم 
حرم 


)٥( ٣ 


ا غل : 
سم هی محموعة الاعداد ٩‏ » ۲ 6 6۳ 4 6 6 
صم هي جموعة العناصر س عبت س من سکان القاهرة 
سم سے اس :سن حرف فی ( هر الاردن ) ) 
7 اس :س د 6 وس" - ٠١‏ ) 
ال : 
5 نکتفی بذکر کل حرف مکرر » مرة واحدة فنحد : 
سسہ = نهر ۱۵۱6 
7- إن عناصر رع هى الجذور الحقيقدة لمعادلة س" - ١١‏ أي أن: 
E 6‏ 
e‏ 
etr | ree‏ ۷ ۱ 
) .۶ | الارض > زحل > الشتری > عطارد » الریخ > 


الزهرة ¢ بلوتو ٤‏ دون > اورانوس ) 


ا 


الحل : 
ھی اُعداد طہمعمة حصور ه بن العددين ۱ و ۸ ہہ : 


سم - اس :س داط نت ٣ح‏ س<۸) 
)۲( بفر ض 4 أحد عناصر 4> و علاحظة أن عناصر ھی تشترك 


1 


بکوہا كواكب سبارة نکتب : 
EE‏ کو کب سار ) . 
مفھوم الانجاء : 
YY‏ اعت بر مور ر باضية کل من ال الا تمة : 
3 نقطة من المستقم ده 6 
الفرات من موعة الانہار العربية ج 6 
٣‏ علد حةہ قي ۲ 
الحل : 
3 د< وه 6 الفرات د ج 6 ۳ G3‏ 
6 ۲ - اکتب العرببة کل من امل الاربع الآتية : 
۰ ۰ صہ 6 ° 3 6 
مركز دائرة 3 محبطہا 6 الستقم به د الستوي ك 


١ ” ٠‏ دذمهعى أن غو عة الاعداد اأص عة 
27 لهب 


الصفر ینتمی الی الحموعة سر 
مر کز الداثرة لا بنتمي إلى عطما 
الستقم له ينتمي إلى المستوي ك 
رورے و MY FY,‏ 
ا خل : 
ا حموعة الاو ی هى الحموعة ا حالة فق حين ان ا جموعة الثانية هي 


جموعة بنميی المها عمصر و احد هو ا(صفر فبي مو عه ودمدة العخصر ۱ 


م 


إ٦-‏ ما ا حطاً والصواب فا بلی : 
کے ا u‏ 2 


ہے ےم 


۱ 6 ۳ خاطنتان و 6۲ 4 صحیحتان . 


۷|۷ - بسن أي ال جموعات التالة منتہة . 
مب٦‏ ۔- بجوعة أشجار التخمل فى ساتين المدينة المنورة . 
ہے ۱ س : س سيارة خاصة فى سوريا ! 
٦ك‏ (م: مریم في مستور ) 
+44 ] س : س 3 صم واس + ( س) جد ء ) 


۲ وا اس :دس د اط و س حر ۸) 


اخل : 

١‏ - هي جموعة منتبية > حبث یکننا إحصاء آشحار اللخسل ق 
بساتین الدينة الثورة . ۱ 

> جموعة منتهمة » لأن عملية عد السمارات الخاصة فى سورالا بد 
ها أن ھی ۱ ۱ ۱ 

٣‏ ۔ جموعة غير منتهمة » حمث لا عکننا الانتپاء عن عد" ا لمربعات 
الي یکن رمہا في مستو . 

- موعة غير منتهة © لأن هذه المجموءسة هى جموعسة الأعداد 
الصحمحة صم نفسہا . ۱ 
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ہ٤‏ ۰۱ 6 ۲۲ ۲ ۰۳ 6 2565 ب 


۸ ۲ - اکن € عمو عذ فری لاعی كرة القدم في المام المریي و الطلوب : 
۱ - هل بل جموءة منتهمة آم غير منتهية ؟ 
+5 مثثل بع عخطط فين » مادا قثل نقطة ۶ داخل ا خطط > 
وإدا و آن لن اعت أفراد الفری رنقطة فأبن تقم هذه 
هذه الذقط بالنسية للمخطط . 


۴ جموعة مدمهمة لاننا استطسم احصاء عناصرھا‎ 02 ١ 
1 )۱۰( گے عکن عشل 2 دس طح دود عمعحن الشکل‎ 


الشکل (۱۰) 


ردنا آن غثل آحد آفراد الفرق بنقطة تب فان تب تقع خارج اففطط 
دا ل جه فاص اوغ ي 


٩‏ ۲ - ماالفرق بین . وإت) وضح إجابتك باستخدام محطط فین. 


ال : 


إن + هي الجموعة الخالة الى لا ينتمى الدها عنصر ما . وقد رأينا 


حم - 


1Y 


أہا قثل بخطط کا فی الشکل (۱۱) . 


الشکل (۱۱) الشکل (۱۲) 


و علاحظة أن المجموعة الخالة يم هي کائن ربافي فن الواضح آت 
۱ م۲ تکون مموعة وحيدة العنصر »> عنصرها الوحيد هو المجموعة 
الخالءة 0 ویکننا اُن نکتب : 


fo} 3 ©9‏ 
وهكذا نجد أن 2 جموعة خالية بينا ( 6 ) جموعة غير خالية واا 
هي مموعة ذات المتصر الوحيه و رالی عکن تشلها الشکل (۱۲) . 
تساوي الجموعات : 
ء ۳- ما هي ال حموعات التساویة فیا بلی : 
سے (س:س »> س۲- 2۲۵ ۰ ) 
۳ = ( س :س داط » س۲- ۰-۲۵ ) 
صرم ع اس :س د صم» (س +ه) (س -۵) < ۰ ] 
الحل : 
إذا عتّنا عناصر کل جموعة من هده احموعات وحدنا : 
ہپ Û a ¢ es‏ € صدت له 0-۰ 
وواضح آن سم - صہ فقط . 


1۸ 


۱ - ھل ال جحموعتان التالتان متساویتان ؟ 
وٹ سے دک ٹیڈ 
)٣ ٤) ۱۰۲۱ 6 E 5‏ 
امحل : 
سہ عو رع لان 4۳۱ تنتمي ای سم ولا تنتمي ای ع آو 
ژن ۳ تنتمي ال ع ولا تنتمي إلى مرم . 
۳ - هل اشحموعتان التالتان متساویتان ؟ 
سم - (۵»ن » < »و 
AE ETS E‏ 
اضل : 
سم ع ,ع لآن للمجموعة سیم آربمة عناصر "> بء <> ك 
وللمجموعة .ع عنصران هما المجموعتان ۵۱»ب) 6 (<»5) وواضح 
أنه لیس للحموعتن سوہ وع العناصر نفسہا . 
المجموعات ال حزئیة والاحتواء : 


۳- إذا كانت سم = ۱ ۸۱۲۰۰ ) 
وع - إ[سدس وط؛ س <ھ۸) 
بن صحة أو خطا کل ما بلی مع ذکر السبپ : 
(۱) : سيم دواع 6 (۲): مسرم جرع 
الحل : 
إذا كتينا : 
بج سے ۱ ۸۷۹۵۰6۳۲۱6۰ ) 
نلاحظ آن (۱) صحبحة » لآن کل عنصر من سہ ينتمي إلى .ع 


۹ 


وأن ۲( خاطئة ٤‏ لوحود عدة عناصر في .ثم هي : 6 )نب لا 
تنتمي ای سرم. وبا أن سم د ع و سمعوع فیمکننا آن 
نکتب : سم د ۶ 

وعکننا القول آیضا إن (۲) خاطئة » لآن تم 2 سم وبالتايي لعدم 
تحقی شرطي التساري وها: ہف 6 و 8 د< سیم 


۶ - لتكن سرم - ( س٤ع‏ ٤؛ص‏ ). اذکر الخطأ والصواب في 
استخدام الرموز د 6 د ٤‏ 3 فا بلي : 

کن سس و حولم ,م 4 و و د سہ ٣‏ 

بم ع دہ 


6 
سس 80ے با سم < سہ | 6 aS‏ 

> - سہ د سوم | ۸ 

6 


تھے و aS‏ 


-٦‏ صح ؛ لان س عنصر من سہ 

٣‏ خطأء لان ع عنصر من سیم ورمز الاحتواء احققي یدل على 
احتواء جموعة في أخرى » والصحیح أن نکتب : 
ع د سم 

۳- صح » الفقرة (۲۲) 

یہ حطاً » لانه لس ف سم عنصر واحد على الافل 
ی سم 

و خطأ » لان اس ) جزه من سح ومنه فان ۱ س ) 

)۲۲( صح » الفقرة‎ ٦ 

ب خطا » لان م مجوعة و س عنصر . 


¥ 


۸ ۔۔ صح ٤‏ لان ای زه من اسم 
و 2 لاست عنصرا ی سم واءا ھی حزء امن امروم 


٩ ۵‏ — صح ٠‏ لان اس ع) حزء حقمقي من ہرم 


۳۵ - اذا کانت الحموعة سیم حزها من ثم فأثت آن سے = م 


امحل : 
من العلوم أن : 8800 الفقرة ز ۲4 ) 


۱ و لددنا تیم دالفر ض 


زا 


وحسب الفقرة ۱ ۲۵ ) مد : 


[ © د سم و سم د .. | جه | سم < . | 


۱ 1 ۔ ادا كانت سیم » ع » صم ثلاث عموعات فأدت آن : 


( سم دج .۶ و تم د رہ ) > سے د صر 


نے نر 


امحل : 
لإثنات أن سم د ضرم حي أن رهق ان ذل علضر س : سم 
هو عنصر في صرم أي أن نبرهن أن : 


( بانس © س 3 سم ) ےج ( س ب صرح ) 


پا س * ص < سے نے س د ۳ ان سم .۰ برعم فرشا 
كا أن س 3 .عم سن س د< ص, لان 2 . سم ف ضا 


ومنه الطلوت 


¥ - سکن سم مرو عه مسع الا کال الر دعمة 2 مستو وم تموتة 
جم مع الریعات و صم مموعة سم المستطيلات 2 هذا المستوي. 


۷۱ 


ویپ ای تم د< سم 1 7 _- بج < صہ 
راپ صخ 6 7 صہ د سہ 


مہ صم د .2۶ د سہ. 


امحل : 
5- عبارة صحمحة » لأن كل مربع هو شكل رباعي وبالتالي فان 
کل عنصر من .ع هو عنصر من سرم أي أن ج د مہ . 
۲- عبارة صحبحة » لان کل مربع هو مستطیل تساوی بعداه 
ولذا فإنكلع:صرمن ,ع هو أيضاً عنصر من صہ أي أن .ع د صہ. 
۳ عبارة خاطئة » لان صہ فما عناصر لا تنتمي إلى .ع وهي 
عبارة صحبحة » لأن کل مستطیل من صم هو شکل رباعي 
م عبارة خاطة لآن صم مموعات الستطلات غير محتواة في .ع 
مموعة الریعات . 
مجمو عه اجزاء مجموعه : 
۸ - عین 6 (سح) من بل سم - ( ۲۷۲۰۱ ) : 
امحل : 


إن بج (سرم) هي جماعة جميم أجزاء سرم . 

ومن الواضح أن ج و سرم من أحزاء شوم 

وأن أجزاء سرم التي يتكون کل منہا من عنصر واحد هي : 
Ee Ff 6 ۱(‏ 


Y۲ 


وإن أجزاء سرم التي یتکون کل منها من عنصرين هي : 
f(r} 6 ۳۲۱ 6 )۲۱[(‏ 
وليس هناك طعا آحزاء آخری د سم ولذا فان : 
ئْ (سم) = ¢ 2 » سم >2 }1{ 6 ۲۱ 6 ۲۳۱ 6 
f {rer} 6 ۳۱۱ 6 ۲۱۱‏ 
ویکن ا لحصول على جميع عناصر بع ( سرم ) بطريقة تسمى طريقة 
الشجرة كا هو مبين في الشکل ( ۱۳ ) . 





الشکل (۱۳) 


ويتم إنشاء فروع هذه الشحرة » بأن نسأل عن وحود العنصر ١‏ في 
بموعة جزئة ل سم » ودسدب وجود ببجموعات جزئة بکون ١‏ عنصراً فبہا 
وجموعات جزئية ليس ١‏ عنصراً فيها. فلدينا امكانيتان للاجابة على هذا 
السؤال ( نعم أو لا) مثلبما بأور فرعين للشجرة الشكل )١4(‏ حبث 


۷۳ 


عثل الفرع التصل الاجابة ب ( نعم ) أي حالة وجود العنصر ۱» رعثل 
الفرع النقط الاجابة ب (لا) “أي حالة عدم وجود العنصر ١‏ . 


الشکل (؛١)‏ 


ودود العنصر ۲ في جموعة حزئدة فتصبح الشحرة ۳3 في الشكل (ه١)‏ 


الشكل (۱۵) 


تم من أجل كل فرع من فروع الشحرة في الشكل ( ه؛ ) نسأل عن 
وجود المنصر م في جموعة جزئية فتصبح الشحرة كما في الشکل (۱۳) 
وبتتبع كل فرع من فروع هذه الشحرة منذ ناته ستى نشأته الأولى 
تتعين لدينا في نبابته المجموعة الجزئية الموافقة . 


٠ ملاحظلة‎ 


مكن الشحرة المستخدمة لإمحاد أحزاء جموعة أرة.. تكون کا فی 


۷٤ 


كش ی ۱ 
سا 


۱ سم }1$ 
کک ۳ و 


U? 


et} سم‎ 


باس 151 
7 خض و 
Ms‏ / 


)١٦( الشکل‎ 


۳ 


1 نت اھ 46 ا فنا 
أ ب() بذا نت بع - (۱ 
6 ار الحقمقمة للمجموعة رع . 
ي اك 
0 ۳ ا ا ا حموعة رع تتكون 
۱ یه تک | اسف موق وهي : 
5 57 التي رحوي عنصرا و 
OF‏ ۱ 


۱ 6 ب) 6 (<) 6 (ء) 


۷۵ 


)٣(‏ ا حموعات الى تحوي عصرین فقط ونحصل علہا من ا حموعات 
التي تحوي عنصراً واحداً باضافة - علی التوايي - حرف من 
الحروف التى تأتي بعد الحرف الذي تحويه المجموعة : 
CPC CE (‏ ات جا 
ات »ه) ا 

") احموعات الي محوي ثلاثة عناصر فتط وحصل علبا من 
احموعات التي محوي عنصرین باضافة - عی التوالی - حرف من 
الحروف التي تأق بعد الحرف الاخير الذي تحويه المجموعة : 


{s>} {sco} € {>c} 


لت » < »5 ] 


سر 
حم 
صے۔د 


)6 احموعة الحلة (stop)‏ 
ان علد عناصر جموعة الاحزاء هو : 


سے 


۱+ ++ وب بے ٢۹‏ 
وان جميم عناصر بج (ع ) ماعدا العنصر (۵ »بت > < »5 ] 
هي أجزاء حقيقية للمجموعة .ع . 
م 6 - آوجد عدد عناصر جماعة أحزاء جموعة مكونة من 2 عنصرآ 
ال : 
إن لمجہوعة الخالىة حزء واحد هو الحموعة ك . 
أما المجمرعة ذات العنصر الواحد (م) فإن ها جموعتين جزئيتين هما 
ه و []]. 
ولكي نحصل على أجزاء المجموعة ( 4 ب) فإنه يكفي أن نضيف 
إلى أجزاء المجموعة )(١‏ المجموعات التي تنتج عن ضم ب إلى عناصر 


75 


هذه الاجزاء فتکون آجزاء الحموعة ۔ٴ 
۶ * 1 

۶ ۱۳ 
وزيادة عنصر إلى عناصر المجموعة يؤدي ای مضاعفة عناصر جموعة 


"تا هي : 


عدد عناصر بر ( (»ب ) )> ۲ × عدد عناصر (۱())< ۲ < Y=‏ 

ومصورة عامة ادا كتينا ى دول الحموعات الحزئسة للمحموعة 
کت کج “م الى عدد عناصرھا ل وإدا اُردنا أن نحد الحدول 
الذي محوي الحموعات الزئة لمجموعة ۵۱ »ب » < » ... »و »و ) 
و الدي نرمز له ب باب فإذنا نلاحظ انه عکن تحزئة المحموعة 
بر الى عموعتن حزئدتن متابنتن » الاویی تحوي الحموعات اخزئمة 
المپا العنصر و . والعانمة تنج غ الول بإضافة العنصر و ا ی کل منہا 
وهذا ما ديرمن على أن عدد عناصر المحموعة ال ١‏ = ۲ × عدد 


عکننا أن نکتب : 


2 ص - ۱ 

د ر < ۲ ۶ 2 وم 
2 پې = ٣‏ × 2 ټم 
د راہ = ۲ × 2 پام 


۷۷ 


x ۲‏ و 


x Y‏ و 


2 ہاو 
2 ناو 


وإدا ضربنا هذه العلاقات ببعضما طرفاً يطرف ثم اخت 
المكررة في الطرفین فسوف ند : 


1 


7 سے 

سا -. ۲ 
و 
ات2 
سیب 
7 7 

مم : 
. 


۷۸ 


ور 


تارر غللا ` 


) 6 - عسّن عناصر کل من المحموعات الآتىة . هل عکنك داعا ذکر 
سم عناصرها؟ ۵ 
- تموعة آرقام العدد ۳۰۰۰ 
گے" ۲ - جموعة قواسم العدد ؛م 
ما ست ب مموعة مريعات الاعداد ۵۰۳۱ ) 
او مموعة العوامل الاولة للعدد ۱۸۰ 
سه - جموعة الحرف الأول في كل من الأسماء التالية : باسر » أحمدء 
يمانت » بشار » جمود » أنيس » هند » جمد » سلم » حلم » ماهر. 
”5 مموعة مكميات الأعداد الطبيعية . 
E‏ ا هوي +4 , 


۳ - اکتب المجموعات التالمة بذكر عناصر كل منہا : 


سم - ( س :س رقم من أرقام العدد ۰ ) ر ار رہ ر ) 
صم - ۱ ف : ف فصل من فصول السنة ) عق ہے گے 
جم < ( س : س د ط » س؟ + ۲ س ‏ وا تم ) 
۳ - عسّن ااحموعات التالبة باستخدام خاصة مشتركة بين عناصر کل 

موعه : 

WON ATT = Û‏ ۰۰۰ سس و 


5) ۷۹ 


سہ = ۱ ۰۰۱+ 
۸۲۱۷٢۶) [ن٤‎ ٤۳٢۴٢ ٢۴٤ ١ 2‏ )۹۲) 
چ £ - عسن ع المحموعات التالىة بالطريقة ا مناسبة : 
ی جموعة مریعات الاعداد الصححة 
3 جموعة مکسات عناصر الحموعة ۱ - ۱۰۰۰۱ ۲ / 
طرطوس 1 من 0 ا البحر الأإسض التوسط . 
٦‏ - اکتب بالعرببة كلا من ال الاتبة : 


۷ دح + 6 ۱۲۵ دا ط 
النقطة هر 3 الستقم دسو .م 


مر كز المستطيل 8 حطه . 
۷ -. اذكر الصواب والخطأ فيا يأتي : 
5- و( س :س عدد طبيعي < 8 ) 
۲ م د ( س:س عدد طبيمي << 1 ) 
س ١ه‏ د ط 
سل ۳ د | س :س عدد زوجي 
مرکز مربع 3 أحد قطريه 
- لسا د عموعة الاقطار العربة . 
رک ٢‏ # س :س 3 ئ وس -+=.! 


دم 


رت ¢ 3 س :س 3 و س" - ۸س +۱۹ =۰ ) 
- مد 1 ۰ ۵ ۲۵۲۲۰ ۳۰ ۳۵ | 
۰ ۳ 3 ۵۳۲۱۳۲۳۳۲۲۳۱۳ ا 
۸ ۶ - ما انحموعات اشالبة فا یی : 
و ین اس : س شخص طوله آکثر من ۵ أمتار ] 
ا (ع : ع عدد فردي وروحي معأ ) 
- سدس د ط و س و ط*) 
71 | ساس © سدس و مس 
ےس ( س: س دائرة لا مركز لا ۱ 
بع - أوجد س فى کل ا الات الآتمة : 
9 ص ٢ 6 (r3‏ س د 
+۔ }= ¢ - =( 
۰ ۵ - بنن فما يلي الحموعات النتهمة : 
۱ - مموعة وزارات الدوله 
٣‏ - إس:س عدد زوجي ) 
۳ عع مسنقع عر من نقطة خارج الستقم ده ودلتقي 
دی 
4 اس :س د صطہ وس ٥>‏ ) 
٥‏ اس :س د صم و-۳ < س < ۲) 
سے مجموعة جوم السماء . 
۱ - بسن ا ماعات فی ا حموعات التالبة : 
59 جموعة نقارات العمال في الوطن العریی . 


۸۱ 


- ۳ 


- ۳ 


- 6 


- 0 
- 05 


5- جموعة المداجن في سهل البقاع . 
۲ - جموعة “عمال سد" الفرات . 

6 اللو ( ()» ا 8 000 ا 
- امحموعة ۱ 40م 6 ۱ ¢ ( »وا 6 5 ۱ 


هل امحموعات التالنة متساوية ؟ 


سم - اس : س د 1 س؟ - ۱۳ س + ۳۹ ۰ ) 
2 سے |ع : ع 5 صرم و (ع -))(ع-4) د ها 


برهن أن 
5- إس :دس و وس" وا 
= إس : س د صہ و ( س ۲ )(س +۲)ے.) 
|٢‏ ۔ (س :دس 63 وس" اس حء | 
ح(س:س دط وس )٢<‏ 
٢ے‏ اس:س دصہ و ٢-‏ زس طز١)‏ 
<< : س 3 با و س" + س = ۰ 


8( منیر) = مموعة حروف كلمة (غبر ). 


برهن آن ا حموعة سم - 6۲۱ ۱۰۰۸۷۱ 
ليست مموعة حزرسة من الحموعة 0 زوجي ) 


س 3 شر م فان (س) 25 ضر م وبالعکس. 
إذا كان سم دح ۵۱) فأ و حد جميع الحلول الممكئة هذه 


العمارة ( أي جمسع احموعات الق کنہا أن نحل عل سرم 
ورشقی العمار ة صحرحه ( ۰ 


م 


م - إدا کان سم < (8»ب) فأوجد جميم الحلول الممكنة ذه 
تارف 


۸ - لتكن سم جموعة جميع الأشكال الرباعية في مستو و .مج 
5ر2 میم الستطلات و صم مموعة جميع متوازيات الأضلاع 
و نفس اللتوي . ولیکن ٢ٹ‏ وا لاحت الاشکال الرباعسة 
واب رمزاً لحد الستطلات و < رمزا لاد متواز بات 
الاضلاع . بیّن آي البارات الاتبة صحبحة مم بیان السبب 


ر ( د سم 6 ٢ے‏ رب و سم 
+ ہلا الح و سوم 6 ؛ - لدع 
لو - م و صم 6 1 = ب د صہ 
۷ = تدع 6 ۸ = دع 
SCT IT‏ 
١١‏ - يلثم د صرم 6 1 صمد ,عد سم : ۵ 


۹ - بسن الخطأ والصواب فما يأتي : 


Yo} گید‎ 6 (۱۰ ۱۱ 





۳- )2 ی4 

) )۲( ۲۲۱31 ۰ 

هلتك و رو 3 
= ۲۱ 2 ۲۱ (۱۲) 
۷- ۱۱۳۱۱ < (۲ (۳)) 


لشکن سم محوعة طلاب مدرستك و ع موعة الأساتذة فہا 
و صم محموعة طلاب السنة النپاشة و ف مموعة الطلاب التفوقن 
في هذه السئة وم أحد هؤلاء الطلاب المتفوقين . بن الصواب 


فا يأقي : 

۴ہع د سم 6 الا ها د سم 

۳- صہدسہ 6 4 ( و صصرم 

و م د سہ ۸ ٦‏ سب ]د ف د صم د سم 


ارمم باستخدام مخططات فين موضحاً العسارات الصصحة فى هذا 
التمرن . 


EE) 


اذکر العبارات التی یثلہا کل من ال خططات الا تیة : 





الشکل (۱۷) الشکل (۱۸) 


A4 





الشکل (۱۹) الشکل (۲۰) 
۲ - اذا کانت سم 6 .ع 6 صم ثلاث موعات فاثبت آن : 


( یہ دع و غ و صہ) بے سروم د صرم 


اوس د وارتارات 
E 1‏ 
٢س‏ ۸۱۳۲۱ ۲:۱۲ ) 
۳ کر رذ ۲۵ “ا 
- - ۲۰۳۱ 
- ای 6ب مس »ح) 
— ۲۷۸۱6۰ ) 


جو وی 
ومن التمذر ذکر حسم عناصر كل من المجموعتين (5) > (7) 


ع سم < ۳۹۱۰۰۱1 ) 
یہ = [ الربسم » الخریف » الصیف » الشتاء ) 


© 


و تتکون من الأعداد الطہمەمة الي حقی العادله : 


س + ۲ س ١١ے ٠‏ 


وبا أن لمعادلة جذرين ها -۳»۵ فان ع < () 


) ی = ۾ س : س عدد روحي موحب‎ e 
١< سم - | س : س و صرہ و =< س‎ 
) ع = اس :س رقم عربی‎ 
) و - ع < اس : س << ع و ع د صم‎ 
| ط : ط طالب في جامعة دمشق‎ (١ صرم ح‎ 
) ۸۱۰۰۱ | بقّ ح‎ 
1 امولان د عموعة هضاب القطر السوري 6 له ف ج‎ - £0 
. طرطوس 23 جموعة موانىء المحر المتوسط‎ 
. رھ ۵ حققي موحب‎ 1 
عدد طسعي‎ ۱۳۲ ۵ 
هه ذقطة 1 رو‎ 
. مر كز المستطيل لا يقع على محيطه‎ 
. سنرمز لاصواب ب (ص) وللخطأ ب (خ)‎ - ۷ 
ص (۲)خ (۳)خ (4)خ (ه)اص‎ )۱( 
ص (۸) ص (٩4خ (۱۰) ص‎ )۷( ص٦(‎ 
المجموعات في (۱) 6 (۲) 6 (4) 6 (ه) خالية وانجموعة‎ - ۸ 
. في (۳) هي إ.) ولیست خالمة‎ 
<< س < ۲ 6 (۲) س‎ )۱( - 9۹ 


- ۱ 


- ۳ 
- ۳ 


- ۵0 


- ٥ 
۔٦‎ 


-۷ 


- ۸ 


احموعات : (۱) 6 (ص) 6 (1) منتهمة . 


. جماعة لأن کل نقابة عموعة عمال‎ )١ 


)۱( 

)۲( 

(۳) مموعه . 

(4) جاعة عناصرها احموعات : () 6 ۸۵۱ 6 ۵۳۱ »ت) 

(۵) موعه . 

رہ = ع داصمت ۹/۱ 

2 کل مساواة دعسن كل جموعة مذكر عناصرھا فنحد آن 

لكل مموعتين فى مساواة واحدة العناصر نفسها . 

لان العدد ا عنصر فى سر م لا دنثمى إلى .مم جموعة الأعداد 

الروحمة . 

بطق تعریف الاحتواء . 

سم مجب آن تثل جزها من ( ۲ وجمبع اجزاء ۱( هي 

6 و أن سم سے رم أو سم < ۳۱) 

جب آن تکون سم حزها حقیقیا ل [8»ب) أي أن 

سم مي م آو [() أو ( ). 

. ص . لان ا شكل رباعي‎ (١) 

۳۱( ص : لان الستطل شکل رباعی . 

(۳) ص : لان متوازي الاضلاع شکل رباعي . 

لمكت اتل تھے ارہ آر یا رن ایک 
الردعي قد یکون مستطلاً وقد لا یکون . 

(ه) قد بکون الشکل الرباعي متوازی أضلاع وقد لا يكون . 


۸۷ 





- 0۹ 


- ٦ 


. ص : لان کل مستطیل هو متوازي آأضلاع‎ )٩ 


۱ 

) 

(۸) قد یکون منوازی الأضلاع مستطیلاً وقد لا یکون 
(۹) ص : لن کل مستطبل شکل رباعي . 

(۱۰) خ : لیس کل متوازي أضلاع مستطيا . 

(۱۱) ص : لأن كل مستطبل هو متوازي أضلاع . 

) 


» )۱۲( » )٩( ۲ )۸( 2 )۷( ٤ )٢( : العبارات الصححة هي‎ 
- )۱۷( » )۱۶۰( » )۱۵( )۱( ٤+ )٠۳( 

المبارات الصحبحة هي :(۲) » (۳)/ (1()۵) »والشکل (۲۱) 
عثل هذه العبار ات . 





الشکل (۲۱) 


الشکل (۱۷) س د رہ د سک 
الشکل (۱۸) س د سم د ڪ و س 5 د ڪ 
و سرامت رخ و مق م 


۸۸ 





الشكل (19) ( و يع د مسرم د ہک 


اشکل )٠٠١(‏ ص د صم د سم د مك 
و ص د صم د ثم دا تك 
و سرم ض و جع و ڑس,ہ 
۲ - لنفرض أن (سرم داع 62لثم قن سرم ) بے س, دن صرم 
إلا أنه إذا كان سرم ح- صہ فان ع د سرم لأنرع د صم 
بالفرض . وهذا خلاف الفرض مسرم د وتم وعلسه فات 
سم 2 صم ومنه ا لطلوب . ۱ 


XK‏ عو در 


۸۹ 





من المهم في الرياضيات في كثير من الأحبان تشكيل كائن رياضي من 
کائنین ریاضین معلومین » فثلا من العددن ۲ ۷ عکننا آن نشکل العدد 
٩۱‏ وذلك يجمع هذين العددين » ويمكننا أن نشکتل من هذین العددن 
نفسیا المدد« و و .7 و دلك بصرب أحدهما بالآخر : 


وشديه بهذا الأمر يمككن أن يتم في الجموعات . وسترى في هذا البحث 
العمليات الأساسية التي نستطیم بواسطتها آن نشکتل موعات حدیدة 
من موعات معلومة . 
۸ ۔ عملية الاجتاع : 

لکن ہے جموعة أأعضاء ال لجمعبة الریاضمة فی احدی الثانويات العرسة 


مویہ في 
"۳ 


ع = س :س دض ویلعب كرة الطاوت4 


٣‏ مو 





فالمجموعة الجزئية من حك المكونة من أعضاء الجمعية الذين يلسوزكف 
كرة البد أو كرة الطاولة ٤‏ تتکون من کل عضو من ڪ بلعب كرة 
المد فقط » ومن كل عضو من سے بلعب كرة الطاولة فقط » ومن كل 


4 ٠ 


عضو بلعب كرة الىد وكرة الطاو له معا . وتسمی هذه الجموعة اجتاع !'' 
المجموعتين مرم و ,ع ورمز لها بالرمز مسرم ن .عم حيث لا رمز عملية 
الاجتاع الي أنمخرت على الجموعتين سیہ وع ونکتب : 

سم ل = ۾ س : س د ڪ وس يلعب کرۃ الید أو کرۃ الطاولة ) 
ونقراً الرمز سوم لا ع : ( سرم اجتاع بع ) أو ( اجتاع سم و ع ) 


وبصورة عامة : 


تعريف : اجتاع جموعتين سر م وا هو المجموعة المكونة من 
العناصر التى تنتمي على الأقل إلى إحدى الجموعتين سرم ورج . 


سم زا مغ رس : ( س د سح ) E‏ 





ولارمز ۷ هنا المدلول نفسه الموضح في الفصل الأول . 


واذا كان الشبكل (۲۲) هو غخطط المجموعتين الجرئيتين سم و ع 
من المجموعة ع » فالشكل (+7) يثل مخطط اجتّاعم) سرم نا رع © 
وهو احموعة الحرشة من سے الق عنلها القسم الظلل الدي غصل عليه 
بتظليل الأقسام المشتركة وغير المشتركة بين مخططي رہ وع في 
سر ا TT‏ اف 





1١ 


مثال )١(‏ : إذا كان : سرم كع 66۸5۱۲۱ ) 
برع سے 1٩6۷۲۰۰۰۳۰۲»‏ 
فان : سیم لا ع سے ۱۴۵۳۷۲۱ 1۹۸۷ 
ویلاحظ هنا وحود عناصر تنتمي ی سم فقط وعناصر تنتمي ای 
رع فقط وعناصر تنتمى إلى سسہ وع معا. 
مثال )٣(‏ : اذا کان ۸۰۱-۱ وب ۰۵۰۰۰۷[ ]) 
فان : ۵ نا ت ع |6۸۰۷[ ]۱ 
تلا ی ال م 
مشال (۳) : لابنا: صہ* لاء = صم 
ويلاحظ هنا عدم وحود عناصر مشترکة بن صہ*٭وإ.) 
مثال (؛) : لدينا ٠:‏ - راضخ كاي 
وبلاحظ هنا وحود عنصر واحد ينتمي الى كل من 6- و 0* 


هو الصفر . 


مثال (ه) : الشكل )٢٢٤(‏ بثل قرصاً دائريا مركزه م ونصف قطره ر . 





الشکل (۲) 


۹۲ 


وجموعة نقاطه احنطنة هي ا حموعة : 
ا 
ویفرض صم جموعة نقاط القر ص رکون صہ ساح U‏ خ 
۹ - ملاحظات : 
)١(‏ كل عنصر لا ينتمي إلى كل من المجموءتين سرم و رع لا ينتمي 
إلى اجتاعها سرم ن رع . وبالمككس كل دنصر لا ينتمي إلى 


الاجتاع سرم لا رع لا ينتمي إلى أي من احموعتن سورع 
ای أن ٠‏ 


6 (س 3 سم ا ۶ ) جه ( (س و سم) ۸( س 8 ) ) 7 


(۳) یکن تلخص ا الات ال ختلفة الممکنة لانتاء عنصر إلىی مموعتين 
سرم ورع وما يقابلها بالنسبة للاجماع سم ن ع في ا دول التالی: 








لقد رمزنا ب )١(‏ لاحالة الي کون قمها العنصر س منتمماً إلى ا حموعة 
وب (ء١)‏ للحالة الى لا بكون هذا العنصر منتما إلى الحموعة . 


۹۳ 


بتطسقی دعر بف اجمّاع جموعمان بالتدرٴج مکننا سین اججاع عدة مموعات: 
مثال : لإبحاد اجمّاع احموعات الثلاث : 
ات ( ۵ ات4 <) 
ے اب ج »ی ما 
س = إن 
عکننا آن نحري عملة الاحاع هذه بشکلین مختلفن ها : 
( سم نا ع ) uاصہ‏ و سم نا (ع ن صرم ) 
ومن أحل الشکل الأرل تکیت : 
یہ ںا ع = (إ89)ن 2 د/ ل کو ج و ها 
عه ۱ب »< »و »ما 


شم دعي احمّاع هده e‏ ھ ع ا حموءة المالمه فسکون اجمّاع احموعات 
الثلاث. هو انحموعة : 


[ سم نا ع ) لا من ج< و وا نا ال ات ی 
ار ا 
(acs } -‏ 


ومن أجل الشكل الثاني نكتب : 
ن صم - ا و یز بر یں 


سم لا ( ہے لا صہ) = ’کت ۲ ح) u‏ إل ٤ب‏ > ٤٤٤<‏ ھ) 
ے ۵۱ 4 »و »1 


وهذه النتيجة سایق النتيحة الق حصلا علبما فى الشكل الأول 
وسنبرھن 5 التمرين ۷( صح هذه الخاصة شکل عام أي : 
(بپرہ۔ں ے ) Uu‏ صہ ے سہ ں ( .ثم نا صرم ) 
وذلك پ (سم»ع »صم ) 


14 


يبرهن أن عملية الاجتاع تحقى الخواص لا تمة : ۱ انظر العارن احلولة: 
AY‏ ° ° 6° ¥( . 0 





)١(‏ مر م ن سم < سر م وتدعى خاصة اللاعو 

(۲) سم لا وم = سہ وتدعی خاصة العنصی احيادي 
(۳) سم نع << ع لا سم وتدعی احاصة التبديلية- ٠‏ 
(ع) سم لا ڪ = ص حمث حت المجموعة الكلية 
(ہ) عرہ(ں_ح) ں صم < سم را رع ںاصہ) وتدعی 


مت تپ سی 
وتفيد هذه الخاصة أن اجتاع ثلاث موعات يتم بالبدء بإيحاد اجتّاع 
جموعتين متجاورتين ما منبا بالترتيب التى أعطت به هذه احموعات . 
وبناء ی هذه اماصة برمز لعملنة اجغاع ثلاث موعات بالرمز : 
دون ضرورة استخدام الاقواس » و کذلك الامر بالنسبة لاجتاع عدة 
موعات . 


لنعد إلى مثال المعية الرياضية في إحدى الثانويات العربية الفقرة (4؟) 
9 0 وک ار ساب 
في هذه الحالة نستطيع أن نشكل من هؤلاء الأعضاء فرقة خاصة وتکون 
هذه الفرقة مموعة جزئبة من ك تتکون من العناصر التي تنتمي إلى 
الجموعتين س وع معا أي من العناصر المشتركة بين سم و رن . 
وتسمى هذه المجموعة تقاطع ۲٩"‏ اجمو عتبن سم ر رخ ورمز ها بالرمز 


Intersetcion (١) 


سرہ ۾ .ع حث ١‏ رمز عملية التقاطع التي انجسزت ع لی ا مموعنین 
سم و ہے ونکتب : 

می اك من ذبن داعك اووس يلعب كرة اليد و كرة الطاولة) 
ونقرأ الرمز سم م .ع ( سرم تقاطع ,ع ) أو ( تقاطع مرح و ع) ٠‏ 





تعریف : نقاطع جموعةين سرم وإ هو الحموعة المكونة من | 


هم همع( س : (س دسح) ۸ (س 63 ) ) 


واذا كان الشکل (۲) هر مخطط امجموعتین الجزئيتين ہو 
من ڪ . فالشکل )۲٩(‏ عثل مخطط تقاطمیا سم ۰ ,ع وهو ال جموعة 
الجزئية من حك التي يثلها القسم المظلل الذي نحصل عليه بتظليل القسم 
المشترك .بين خطط سرم وبع في الشکل (۲۱) .۰ 


سیم ) مرع 


الشکل (۲۱) 





مثال )٢(‏ : إذا كان سیم سے ( تب »جح »و و ع < ۳۱ < 
۱ فان سم ع < (۳»<) 
مثال (*) : لدينا 86+ ماع6- = ۱ء 


لأن الدمفر هو العنصر المشترك الوحيد بين ,م+ و م- 


فان سم 0 ع سے و وداك لعدم و جود عناصر مشترکة بن 


سم و بخ . 


مثال )٥(‏ : ادا کانت 3 چ موعی نقاط عطي داثرتان متقاطعتن 
ف النقطتن ن 6 سے الشکل (۲۷) فممكننا آن نکتب : 


۳ ۲۳ = ات » < ) 
ع 


الشکل (۲۷) 
٣۳‏ ۔ ملاحظات : 
-١‏ إذا كان س عنصراً لا ينتمي إلى إحدى الجموعتين سم و ,ع 
فان س لا ينتمي إلى تقاطع) سرم 0 .ع وبالعكس إذا كان 
س عنصراً لا ينتمي إلى التقاطم سرم 0 رع فإن س لا ينتمي 
إلى إحدى المجموعتين سرم و ,ع (قد لاينتمي الى كل منها) أي أن : 


( س و سم ۵ ع ) جه ( (س وسم) ۷ (س 62 ) ) 


۹۲۷ 


۲ - من الواضح آن جدول الانقاه لعملية التقاطم هو : 


ماع اسهم و ع | 






1 وى 
۶ 2 

J 
5 


0 حم ه م 


سج« إذا كان سرم مت - وه قيل إن الجموعتين سرم و .خم 
منفصلتان ( غهذهزةتل_» 560276 ) والشکل (۲۸) هو محطط 
مموعتان منفصلتن . 





الشکل (۲۸) 


4م - تقاطم عدة جموعات : 


بتطبيق تعريف تقاطم جموعتين بالتدرج عكننا تعدين تقاطمعدة جموسات. 
مثال : لااد تقاطع احموعات الثلاث ٠‏ 
r‏ = |>5{ ¢ & < ((ت ۳2 ] 
صم - ۵۱ »بت »و اط »ما 
(سم و8 ) صم و سم (0 ۰ص ) 
ون أحل الشکل الاول نکتب : 
سرم ۸ ع = ال »نت جوا 6 ۵۱ »بت < مه 


(> <c} = 


۹۸ 


ئم نعسّن تقاطع ہذہ ا جموعة مع ا جموعة الثالثة صہ فیکون تقاطم 
احموعات الثلاث هو ا حموعة ١‏ 
(سم ٩‏ ع) 1ح (۰۸ تج 0 ((ات »واطه) 
ج 
ومن أجل الشكل الثاني نكتب : 
ع ا یہ = إن < و )| ee‏ ط2( 
ا 
ومله رہ ۸(۸ صہ) ٤=‏ ت + <) م( )> بe>‏ مھ 
7 ۰ 
وهذه النتسحة تطابق النتسحة الی حصلنا علیہا في الشكل الأول 
رغکن بررهاد" هده الخاصة دصوره عامة أي أن : 
( سم ۱ ,ع) ۰ صم < سم (ع ۱ صم ) 
وذلك پ ( سم» ع »صرم ) . 


ا 


برهن ج التقاطم تتمتم باخواص الا تبة : ( انظر العارین ا حلولة: 
۹ ۸۰ ۶ ۸۱ ۲ ۸۲ ۲ ۸۳ ) . 


(۱) سیم 2 سم < ہرم ( خاصة اللاعو ) 


(۲) سم 0 ہک ے سل ( خاصة العنصر اطيادي) حسث 
الجموعة الكلمة . 


(ع) سرم م يع ح .۶ 0 سم ( الناصة التمديلمة ) 


(4) سم 0 ۔ و = ي 
(ه) ( سم 0 ,۶ ) م صرم ح سرم م ( ۶ ص. ) 


( خاصة قابلة الدمج وا قبي سئي 


۹۹ 


ومعنى هذه الخاصة أن تقاطم ثلاث جموعات يتم بالبدء باجاد تقاطع 
مو عن متحاورتین ما منہا بالترددب» الى أعطيت ره ده احموعات 3 
وبناء على هده الخاصة برمرز لعملية تقاطع ثلاث موعات بالرمز : 
سم عغہ صہ 
دون ضرورة استخدام الأقواس » و کذلك الامر بالنسبة لتقاطع عدة 
موعات . 
8" خاصتا قابلية التوزیع : 
- إن عملية الاجتجاع تقبل التوزيع بالنسية لعملية التقاطم » أي 
أنه ادا کانت سم و .6 وصم ثلاث جموعات فإن : 
سم نا (.ع 0 صخرم ) ح ( مر من ات ) 06 ( سرم نا صرم ) 
؟- وتقبل عملية التقاطع التوزيع بالنسبة لعملية الاجماع . أي أن : 
سر م م ( ع لا صہ) = ( سم ۶۸ ) لا ( سرم 6 صرم ) 
انظر التمرن ( ۸4 ) . 
بلاحظ أن كل من على الاجتاع والتقاطم .هدف إلى تشکیل جموعة 
جد بده من جموع ین معلو من 6 وبقال عن مل هاتن المملتین عملية 
ثنائية 2١١‏ . وهناك بالإضافة إلى عمليتى الاجتاع والتقاطع الثنائيتين عملية 
أساسية أحادية يتم بواسطتها تشكمل جموعة جديدة من جموعة معلومة » وتسمى 
هذه العملية » عملية الاتام . 
فاذا كانت ک جموعة كتب مكتبتك وسرم جموعة جميم الكتب 
الأجنسة منبا » فبقة كتب المكتبة وهي الكتب غير الأجنبية (العربية) 


Operation binaire, Binary operation (1) 


۹+ 


بالنسبة ل © أو اختصاراً متممة سم ( 64حهعاه0 ) . وبلاحظ 
أن کل عنصر من عناصر متممة سم لا ينتمي ی سیم وبالمکس کل 
عنصر لا بنتمی إلى متممة سم هو علصر من سرہ., وبصورہ عامة : 


تعریف : ۳ اما خر بو ونیا 
ی ا 0 0 


مرم' ح | س : س #8 سہ ) 


ويقرأ الرمز سرہ' ( متممة سم ) 


وواضح أن : (س د سم" ) جه ( 





وإذا كان الشكل (9؟) يعثل المجموعة سرم »2 فالقسم المظلل في 
الشکل (۳۰) عثل احموعة سم" متمما ص.م . 





الشکل (۲۹) 


:مثال )١(‏ : إذا كانت ك جموعة سكان المعمورة و سم محموعة الذ كور 
فان سرے' هي جموعة الإناث والخنائى . 


مثال )٣(‏ : إذا كانت ص ‏ ۱۰۵۰۳۲۰۱۱ 1۸۰۷ 
وکانت بع < ۷6۵6۳۱ ) 


۱ ۱ 


فان ع = ( ٤٣‏ ) تتکون من عناصر © 
التي لا تنتمي إلى .ع . 


مثال (۳) : إذا كانت صرح هي مموعة الأعداد الصحيحة و ط* جموعة 


الأعداد الطبيعية المغائرة للصفر » فإن متممة هذه المجموعة 
بالنسة ل حرم هى مموعة الأعداد الصحدحة السالبة 
و الصفر آي ٩‏ 


ط٭*' ےہ صم 


مثال (؛) : إذا كانت ك جموعة المثلثات في مستو وكانت : 


ي = اس :س مثلٹ قائم ) 
فان ع'= اس :س مثلث غير قائم ) 


۳۸ - ملاحظة : 
إن حدول الانتاء اتممة ججموعة هو : 





وم خواس عملية الاتمام : وتتمتم عملمة الإقام بالخواص التالمة : 


)١(‏ ذ' عدم وه' < هت 


(۲) ( سم" )" = سم ( خاصة الار تداد 1۳۷0100 ) 
(+ا سم م سم" -د چ 

(4) سم لا سہ' = ہے 

() سم د ,ع -ه ,ع" < سم" (انظر التمرین احلول )٩۲‏ 
(5) (سرم بن يع )' ح سرم' 0 اع" ( انظر التمرن احلول۳٩)‏ 
(۷) ( سیم وم ,ع )" < سم لا ع : 


وتسمی ا حاصتان )٦(‏ ؛ (۷) بقانوني دو مورغان De Morgan‏ . 

وبالإضافة الى العملمات الاساسة الثلاث السابقة بوحد عملتان ثنائیتان 
هامتان 2 الجموعات هما الفرق بين موعتین والفرق التناظ.ي لمجموعتين 
ولا 3 تعتبر ھانان العملیتان من العملیات الأساسة لامکانسة التصبر عنهسا 
بدلالة المسلمات الأساسة کا ساری . 


۰ - الفرق بين اجموعتین : 

إذا كانت © جموعة طلاب السنة النپائسة نی الدراسة الثانوية 
و سہ = اس : س طالب يلعب که السلة ) 
و کا یوی الت لت کاش ا 


فالمجموعة المكونة من جمبع الطلاب الذي بلعبون کرة السلة ولا یلعبون 
كرة القدم أي المجموعة المكونة من العناصر التي تنتمي إلى سہ ولا 
تنتمي إلى .ع تسمى الفرق بين المجموعتين مسرم ر رع أو حاصل طرح 
المجموعة 2 من اجموعة سر م ودصوره عامة ۳ 


تعريف : إدا كان سہ و ع جزئين لمجموعة © فان جموعة 
العناصر التي تنتمي إلى سرم ولا تنتمي إلى .ع تسمى فرق سم 


عن م ورمز اموه اع أو سم|ع ویکون : 


سخ > ی : (هستیج) ۰ (-۶ع) | 





وادا کان الشکل (۳۱) عثل امحمو عتین سہ و ,ع فان الزء الظلل 
الشکل (۳۲) عثل امجموعة سم -,ع . 


۱۰۳ 


الشکل (۳۱) الشکل (۳۲) 


مثال )١(‏ : اذا كانت ه جموعة جميم الأشخاص 
و سم سے إس : س شخص نیف ا سم ) 


و .تي = اس :س شخص طويل القامة ) 
4 


فان سم = اس :س شخص نحيف الجسم وغير طويل ) 
و ,ع-سم - اس : س شخص طويل القامة وغير نحيف ) 


5 ۸ ۰ ۲۷ ۸۰| 
os‏ & ۷/۰۰۳ 
فان سم - .ع ( ۸۲ 
مثال (۳)  :‏ لدنا صم* صم - 8 
مثال (؛) : إذا كانت ج مموعة الأعداد الطبيعية الزوجبة وف جموعة 
الاعداد الطسمعبة القردية فان : 

ط - چ د ف 


0 - ملاحظة : 
إن حدول الانتاء لعملية الفری هو : 





۲ - خواص عملية الفرق : ( انظر التارين ا حلولة ٣۲۹۹۸‏ ۹۹ ٢۰۰ب‏ 
(۱) سم-.۵ حيد غ ‏ سہ 


عبر س ہے ہے ےی ی م ری 


(" زب ھی = ۶ 


() سوم سا a‏ = سم 





()) ےھ سوم < 6 


(ه) سم - وک ح م 
(٦(‏ سر م - .ع < سم 2 
(۷) ماع 
و توصح الخخاصة الأخيرة کف بتعان سل طرح جموعتين بالاعتاد على 
عحلیتي التقاطم والاقام . 


۳ - الفرق التناظري : 

لنعد إلى المجموعتين سم و ,ع في الثال التمپدي نی الفقرة (۲۸) 
ونشكل فريقاً كل عضو فيه يلعب كرة المد ولا يلعب كرة الطاولة أو 
يلعب كرة الطاولة ولا يلعب كرة السلة فنحصل بذلك على جموعة م 
الرياضيين تسمى الفرق التناظري للمجموعتين «رم و م . 

وواضح بالنسة هذه المجموعة أن كل عنصر فبها هو علصر .تمي 
إلى سرم ولا ينتمي إلى .ع أو ينتمي إلى .ع ولا ينتمي إلى هرم . 
ولا يوجد أي عنصر في امحموعة ينتمي إلى سرح و بع معا . وبالفعكس» 
إن کل عنصر ينتمي إلى مرم ولا ينتمي إلى .ع أو ينتمي إلى .ع ولا 
نتتمي ای سم فانه ننتمي ی الفرق التناظري لاہ وع ومنە : 


۱۰۵ 










تعريف : الفرق التناظري لمجموعتين هرم و رع هو موعة العناصر 
الى تنتمي إلى وأسمدة وواحدة ؤقط من احموعتن سم و ,ع . 


وبرمر شذه انحموعة بالرمز سم ۸۵ ,ع الدي يقرأ ( سہ دلتا ع) 
ویکون ۳ 


سرم لمع ح (س: (س د سوم وس 3 .ع) ۷ (س د .ع وس و سر م)) 
nnn‏ 


واذا كان الشکل (۳۳) عثل الجموعتين س و ع فالجزء المظلل في 
الشکل (٤ع)‏ یثل الفرق التناظري سح 4ع . 


سح 


ک 


ہے ےۓ ار 


الشکل (۳۳) الشکل (۳) 


مشال (۱) : ادا کان کک ۱( »ی ©6<»و) 1 بع ات »و »وا 
فان : سم ۸ ع - ۰۸۱ <»ه) 


مثال (۲) : لدننا : 56 ۵ =“ 





مثال (*) : إذا كانت ج, مموعة النقاط ال حبطبة لقرص داثري و ج, 


ج, جم = ج 


و - ملاحظة : إن جدول الانتاء لعملية القرى التناظري هو : 


۱۰۹ 





6 — خواص عملية الفرق التناظري : تتمتم هذه العملية باخواص التالبة : 
نظر التارن ا حنولة ۱۰۵ »۱۰۹ ۱۰۷ ۱۰۸ 0 








التناظري علة قأدلة للرمج ) . 


: جبر الجموعات‎ - ٦ 
نلاحظ عا تقدم آن ععلیات الاجاع والتقاطم والتممة تحقق الخواص‎ 
: الا تبة‎ 
: Indempotent خاصتا اللامو‎ - ۱ 
AU لا‎ 
سے = مولام‎ ١ سروم لا س = سوم 6 سح‎ 

۲ - خاصتا الدمج : 

( سوم لغ ) لا رہ = سے لا ( 0 لا صرح ) 

( سوم 0 ع )مہ صرم ع سم ۲ (0ث 0 خيرم ) 


۱۰۷ 





یہ لا ( .0 ٩‏ صم ) < ( سم ن ,۶ ) م ( سم را صرم ) 
سم 6.۱ نا صخرم ) ح ( هرم م رت ) ن ( سم و صہ) 


ه - خوا س7 وم ی۵ 
سوم لا 6 ح مرح سرہ ہم کڪ = سے 
سرم زا ڪڪ = ص سرم م 2 < 25 


سرےم ں سیہ!ا -- وک پر ہم مہ ہرم = 2 


, 


( سرہ' )' = سہ اه ٩‏ ۲۵« صه 


۷ -- خاصتا دو مورغان : 
( سم لا بع )" < سم" 0 ع 
ز میم 0 ع)'ے مسرم لا بع 


۱ 


۱ 


ونلاحظ 2 هذه الخواص ۱ 
أولا : عدم ظهور مفهومي ( المنصر ) و( الانتاء ) . 
ثانیاً : أن هذه الخواص قفي لاثبات صحة کثبر من العلاقات بن 
في نهاية حده؛ الفصل . 
وقد أوحت هاتان الملاحظتان بالكشف عن طريقة هامة لدراسة 
اانظر نات المتعلقة بالجموعات ¢ وهذه الطريقة لا تمد على مفپو مي 
( العنصر ) و (الانتّاء ) اللذين کانا ححر اشاس عند عرض المفاهم 


۱۰۸ 


الأساسة في نظرية الجموعات في الفقرات السابقة وإنا تقوم على القبول ٠‏ 
بأن جموعة الأجزاء يت ( كح ) لآية جموعة كلية سے تحقق الفرضبات الا تبة: 
)١(‏ تخضم لعمليتين_ثنائيتين هما الاحتاع والتقاطع تحققان الخواص 
۱ مم دي يبعا اتيش بوتوي ةعمد 
من ١‏ إلى © . 
(٢)‏ تخضع_لعملية أحادية هی التممة حققی الخواص : 
(۳) 'تعراف علاقة الاحتواء سم د ع العلاقة سم 0 ع < سم 
رتعتبر هذه الفرضات البادیء الاساسیة لني بجب الاعتماد علبي ف 
الاعلقة احموعات سب هده للطر دقة لسدمی ( جنر المموعانت ) 
ا ےس 


۰. ۷ و‎ ٩ 


مثال )١(‏ : برهن أن : سم ۵ ( سم" لا ع) < سم 0 ع 


البرھان : 
لد سسجت 
(۲) وحسب خاصة الاممة لدينا : 
برہہ سم" - 
(۳) بالتمویض في )١(‏ يكون : 
سم م ( سم" را ع ) = 
)٤‏ ولکن حسب خواص 2 : 
و با ( سم ۶ ) < سم ۱ E‏ 


(ه) وبالتعويض ی (۳) بکون : 
نات ) ح سم 6 


) ۶ 0 سم‎ ( U 2 


سم م ( سم 


۱۰۹ 


مثال (۲) : برهن أن : سم م ( سم را .۶ ) = سہ 


البرهان : 
(۱) حسب خاصة اللاغو لدینا : 
۔_ سمح< سم ن © 
(۲) بالتمویض في الطرف الأول من العلاقة المفروضة نحد : 
سرہ م ( یہ ں ے ) =( سہں د ) م۸ ( سیم را عم ) 
(۳) وحسب خاصة التوزیم یکون : 
( سم را 2 ) م۸ ( میم نا 8 ) < سیم نا ( 95 0 ۶ ) 
(4) وحسب خاصة م لدینا : 
2 لي سے تج 
(ه) بالتعويض في (۳) ف )٢(‏ یکون : 
سرہ م ( سم ن ۶ ) = سم را 6 
)٩(‏ وحسب خاصة = یکون : 
سم م ( سم را ۶ ) < سلسم 
- مبدأ الشنوية ( الازدواج ) فی جبر اجیوعات : 
إذا استعرضنا المتطابقات المذكورة في مطلم الفقرة السابقة وجدة أن 
هذه المتطابقات تظپر آزواحا أزواجا » وان احدى المتطابقتين في كل 
زوج تنتج عن, الأحرى إما بالمبادلة بين الإثارتين م و لا کا فی ا حواص 
۰۲۲۰ آو بالمبادلة بين الإشارتين م و لا ويين المجموعتين 
ك و ت في حالة ظبورهما فی العلاقة کا فی ا حُواص ه » + . 


وبصوره عامة نقمل ائه ادا استبدلنا بالاشارات N U‏ نے د 


e 





د م حك فى متطابقة بين جمرعات 6 الاشارات م U‏ 2 < وچ 
كت م على الترتدب فاننا نحصل على متطابقة حديدة تسمى ( المطابقة 
الثنوية للأولى ) أو اختصاراً ( ثثوية المتطايقة الأول ) . 

فثنوية المتطابقة : ( رہ ۾ ك) ن (.ت م 2 ) ح سم 

هي التطابقة : ( سم رن 2 ) م (,۶ نا هت )= سم 

کذلك نقل انه ادا استندلذسا بالاشارات N U‏ 326 :5 ى 
متطابقة بين جموعات » الاشارات 6 نا د د > على الترتيب واذا 
استمدلنا يكل جموعة متممتها فانتا محصل على متطابقة جديدة تسمى 
کذلك ثنوية المتطابقة الأولى . 

فتنوية التطابقة : 

( سم نا ی ) م ( ہہ u‏ ع') = 


: 


هي المتطارقة : 


۱ 


( سح ہ ےًغگع') ں (سہ'امع) ے سہ 


مشال (۱) : رهن أن : ویر می و ام ا م 
البرهان : ان هذه المتطابقة صحبحة لانا ثنوية التطابقة التي آشتنا 
صحتّما في الثال )١(‏ فى هذه الفقرة .. 
مثال (۲) : برهن أن : سم ن ( سرم م ,6) < سم 
البرهان : ان هذه التطابقة صحبحة لانها ثنوية التطابقة التي آشتنا 
صحتها في الثال (۲) في هذه الفقرة . 


سن ترص م مض وں 


(۸) ۱۱۱ 


تما ین ٹول 


۳٤ '‏ - لدينا ا حموعات : 
[o‘rj=svu 6 ۱4۲2۵‏ 6 ۱۱۹۱۵:6۳۲۲ 


اُوحد : إن س 6م 03( ل ت 6 تب ناج ی 3 لاه ل مع 


اأخل : 
بتطسق تعریف ا۔جتماع جموعتين تجد ۔ 
عم ہو «١ U‏ »هاع ۱ 
مان 60 ۹0ا و٤‏ طسو قرو 
د 16۵۳۲ 
fo‘) = >U o‏ لا ۵۶۳۲۱ ۱6 (۳ ۵۳۰ 
وبالتدرج تنجد ۱ 
مإ ناب ناح -(لم بات ) تلا < 
| ۲ ۱۱۵ نا ۱۰۲۳۲۲ ) 
کو نود ںہ 
8" إذا كانت سرم جموعة قواسم العدد 86 و بع جموعة قواسم 
العدد ۱۸ فعسن سم ل بع . 


١١ ؟‎ 


لدينا : سم - ۸۳۲۰۱۱ ۱۲ ۲) 
۸ 2 ۱۸۰۹۱6۳۰۲۰۱ 
aig‏ رم بارع = TENANT AAT}‏ 
08 - لدینا ا حموعتان : 


سم سے إ(س ٤ع‏ ):س٤عدع‏ و ع م )١‏ 

E SSE EEE CE 
عسّن في مستوي ا حورن الاحداثبین سہ ں .ع.عفاً يبأن (س > ع)‎ 
. نقطة احداثياها س 4 ع في هذا المستوي‎ 


اضل : 

المنطقة المظلة في الشكل (:۳) تثل الحموعة سم . لاحظ آری 
ااستقم ع < ۱ الوازي حور السبنات رسم متقطما لان نقاطه لا تنتمي الى 
احموعة سم والمنطقة المظللة فى الشکل (۳۰) تثل احموعة ,ع و النطقة 
الظللة في الشكل (۳۱) تثل الحموعة سم ن رع . 





الشکل (٣م)‏ 


۱۳ 


1 


6 
٢ 





امحل : 
نظلل الأقسام المشتركة ( إن وجدت ) وغير المشتركة بین,مخططي سہ وع 
فنحصل على الشكلين (وي) > (4۰) . 





۱۹ 


7" من أجل أية محوعة سم أثيت أن : 
سے ں سوہ ے سم ( خاصة اللاعو ) 
البرهان : 
سم ن سہ = اس : س د سہ أو س و سہ ) 
= اس :س د سہ) = سم 


۸ - من أجل أية مموعة مسرم أثيت أن : 
س, لا م 7 سر م ( خاصة العنصر ال حبادي ) 
البرهان : لدينا : 
سرم ن م ح إس : س و سرم أو اس د ١‏ ) ( تعریف الاجتاع) 
ح ؤس : س و سرم ) ( لآأدسه م) 
ہے سیم 
كا کے مور ری ا آن : 
سم ن ع = ع ن سیم (الخاصة التبديلية ) 
البرهان : طريقة اولی : لدینا : 
سم لا ع = س : (س د سم ) ۷ (س د ع ) ا(تعریف الاجقاع) 
س اس :(س دیع ) برس دسم) ) ( خاصة آو التبديلة ) 
< 8 ا سم ( تعریف الاجاع ) 


طريقة ثانية : نشکتل حدول الانعّاء للاجقاععن سم ن ع وع رسیم 
ف حدول واحد هرو الحدول 1 


۱ ۱ 
۱ 





۱۱۰ 





ولسٹنج ملا حظة العمو دن الأخيرين ف دا الحدول حقی شرط 

تساوي المجموعتين سرہ ں ع و رع ن سرم أي أن : 
سم ن رتم = ۶ ن سم 
۰ ۷ - لتکن سے بموعة کلیة ٤‏ فاثبت من أجل أي جزء سرم من 
مه آر : 
سم زا = حك 

البرهان : لدینا : 
سم ن ک <(س : (س مسرم ) 7 (س د ك)! (تعريف الاجتاع) 


وعان آن سم د سک ادن : س د سہ > س د ہے 


وعلية : سح لا کڪ = س :س دك( = ڪ 
۷۱ - إِذا کانت سم»ع »صم ثلاث موعات فأثبت أن : 
( سم لا ہے ) لا صم < سم ا (ے ںصہ) (خاصة 
قابلية الدمج لعملية الاجتاع ) 
البرهان : طريقة آولی : لدینا : ( مرم ن رع ) ن صم 
= اس : (س د سم لا ہے ) ۷ ( س دصہ )) ( تعريف الاجتاع ) 
= س : ((س د سیم) ۷ (سد ,ع)) ۷ (س‌د صہ))(تعریف الاجتاع ) 


= س : ( س د سرہ) ۷ (( سدع ) ۷ ( س دصہ))) 
( خاصة قابلية الدمج لاربط ب ۷ ) 


= اس : ( س د سہ ) ۷ ( س دع u‏ صم ) ) ( تعريف الاجتاع) 


= یرہ ل ( ع u‏ صہ) ( تعريف الاجتاع ) 


۱۹۹ 


طريقة ثانية : باستخدام جدول الانتاء الآتي : 





ریہ عغ عم ش رماع إن صرم (مرم ارع) لاصرم سومل ( ع اصےہ) 





١ ١ ١ ١ ١ 1١ ١ 
١ ١ ١ ١ ۰ 1١ ١ 
١ ١ ١ ١ ١ ۰ ١ 
١ ١ ١ ١ ١ ۰ 
١ ١ ۰ ۱ ۰. ٠. ١ 
١ ١ ١ ١ ہے‎ 
۱ ۱ ۱ ۰ ۱ . ©» 


وبملاحظة العمودين الأخيرين نستنتج صحة الساواة . 
۲- اذا كانت سرم ورع جموعتين ما فأثبت أن : 
-١‏ سح سم لا ع ؟ - يمح مسرم لا .عم 


البرهان 


۱- من أجل آي عنصر س من سیم لدینا : 


س د سوم عه س و سیہ لاج ! ( تعریف الاحتاع ) 
۲ - وبالمثل نجد من أجل أي عضر س من بح لدينا : 
وم 5 سم لا رع ( تعریف الاحتواء) 


۳ - لتکن سم و ع وصہ ثلاث عموعات فإذا کان : 
سم دح صم و 8 < صم فأشت ان : 


۳ ب اتسين یب 


۱۱۷ 


البرھان : 
من أجل كل عنصر س د سہ ں .ع یکون س د میم آو سر دج 
( تعریف الاجعاع ) . 
وفي كلنا الحالتين یکو س د صہ وذلك لان سم د صرم 
و بع د صم ( فرضاً ) . وهكذا نجد أن : 
س و سوم ن لمم جب سدصہ 
ومعنی هذا آن سم اج د صم ( تمریف لاحتواع) 
ا اذا كانت سم و ع محموعتین ما فأثيت أن : ۰ ۰۰ « مب 
سرم د رع جه سم رارع < بے 
البرهان : طريقة اولی : 
اولا : لنفرض أن سم د ع ولنبرھن آن سم زا بع دش . 
فى الققة » لدینا : 
سم ن رع < اس :(س سم ) ۷(س دع ) ]( تعریف الاجاع ) 
وعلاحظة آن س د سم ه س دع لأن سم د .ع ( فرضاً ) 


نون لدینا : سم نا ع عد اس :سدع < ,ع 
ثانيأ : لذفر ض العکس آن سر م لا ای ا و تیش أن سر م د مخ 


ى الحقمقة ¢ من أحل کل عمصر س د سم [دینا : 


س د سم س د سے لا ے (تعریف الاحقاع ) 
وبما أن س لاع = 
ادن س د سم حه س د ے 
ومنه فان سم د 6 ( تمردف الاحتواء ) 


۱۱۸ 


طريقة ثانية : 
أولا : لنفرض أن سیم < ع ولشت آن سم ا ع -<,ع 
في الحقيقة » لدينا سوم مم ( فرضاً ) 


ولدينا هيم دج 
ومن هاتين العبارتين نجد : هرم لا ,ع د .ع ( الدمرين ۷۳ ) 
ومن المعلوم أن : اع د مسرم نا .ع ( التمرین ۷۲) 


ومن العبارتين الأخيرتين يكون سوم لا رع - رع 
ثانيا : انفرض أن سیم ن ,ع <رع ولنثيت أن هرم دبع 
في الحقمقة »يما أن سرم ن رع حرم (فرضا) 
إذن سہ رع دع 
ولكن سم و سم نا .۶ (التمرن ۷۲) 
ومن العمارةيز الاخبر تن‌نحه سم د< ع ( التمرین ۳٩‏ ) 


التقاطع : 
0۵ - لدبنا ا حموعات : 
۱4۲۱۸ 6 مس |4 45م| 6 حےع(۶۸٢۱۰)‏ 
عدّن احموعات : ١٥ت‏ 6 جح 6 >nvunP ¢ =P‏ 
اقا 
بتطسی تعریف تقاطم احموعات تد : 


۱ ۱ 
م‎ A SN 
ire) = =f 


۵ب م <ح رم مب) 


|] 


۱۱۹ 


- إذا كانت سرم مجموعة قواسم العدد ١١‏ و رع جموعة قواسم 
المدد ۱۸ . 
۱- مادا عثل امحموعة سم 0 ع 
۲ - عن احموعة سم رع 
ال : 
د با أن سرم م رع سے جموعة العناصر المشتركة بن سم و ع 
فا مجموعة سرم م رع هي جموعة القوامم الشتر کة للعددن ۱۸۶۱۲ 
؟- لدينا سوم ع ۰۱6۳۲۰۱ ۱۲ ) 
يم < ۹6۷۳۲۱ ۱۸ 
ومنه سم 0 ري ایی راہ 


۷- لتكن ہے ججموعة مسع المثلثات في مستو و سم جموعة جمیع 
المثلثات ا متساویة الساقین منہا وع تببجموعة جمسع المثلثات القائمة ممها. 
-١‏ عسن امجموعة سم ع 
٢ے‏ مل باستخدام خططات فين المجموعات : 
سک ٤‏ ہرم ٠ >2 ٠‏ سم 0 و 
اسل : 
-١‏ لديما : سم = اس :س مثلث متساوي الساقین ) 
و عم = اس :س مثلث قائم الزاوية ) 
ؤالمجموءة' سرہ ۸ ع تتکون من الثلثات الي تنتمي إلى ا حموعتن 
سم و ما ٤‏ فكل مثلث عن هذه اللات حب أن بکون متساوي 
الساقين وقائا ف آن واحد و مدمه فان : 
رہ م ع = اس :س مثلث قائم م “وي ال اقين / 


۱۳۰ 


٢‏ با أن اجبوعة سرم م رع ليست خالسة كما رأينا خالخطط 
الطلوب هو كما في الشكل )4١(‏ . 





الشکل )4١(‏ 
۸ - ظلل مسرم م يع في الشكلين (٤؛)‏ (؛) . 





الشکل )٣٤(‏ الشکل (؛) 
الل : 
في الشكل (؟؛) مخطط رع يثل القسم المشترك بين سم وع > 
وبتظليل مخطط ,ع نحصل على مخظط مسرم مع كا الشكل (4؛) . 
أما في الشكل (ه؛) فلا يمكن تظلمل سرم م .ع لأرن سم و مق 





الشکل (:؛) الشکل (٥؛)‏ 


منفصلتان » وبالتالي فان سح م رع - ه ونكتفي بالاشارة إلى ذلك 
على الشكل (ئ) . 


۱۳۱ 


۹- عن أجل کل موعة سہ أثبت أن : 
سم م سہ = سہ ر خاصة اللاعو ) 
البرهان : لدننا : 
سہ ۸ سہ = ( س:(س د سہ) ۸ ( س د سہ )) ( تعریف التقاطع ) 
= رس : س د سہ ) < سم ( خاصة ۴ صفحة ۰ ۲ ) 
۰ - من أجل كل جزء سیم من مموعة کلية سک أثبت : 
سر م م حت < سروم ( خاصة العنصر المادي ) 
البرهان : لدينا : 
مسرم م کڪ = اس : ( س د سہ ) ۸ ( س د ڪ )) ( تعریف التقاطم ) 


وا ان سہ د سک فان (س د سم) ۸ (س د ک ) جه س د سم 


وعلمه فان سم م مه - ۱ س : س د سم | > سم 


۸۱- من أجل أي محوعتن سم و ,۶ آثبت آن : 
سم .8 < بل م سم ( الخاصة التمديلة ) 
البرهان : طريقة أولى : لدينا : 
سم و ع = إ س : ( س د سہ ) ۸( س د ع) ] ( تعریف التقاطع ) 


او سم ع = (س :( س د بے ) ۸ (س د سہ)] 
( الخاصة التديلية للريط بم ) 


ومنه مویہ 0 إتثم - ,۶ 0 سم 
ي حدول واحد هو الحدول : 


۱۳۲ 





ا جموعتين لتقاطم التقامطم 
سرم »رع بناء على 


۱ و۲ 


من ۲و ۱ 


4 في هذا وروی ہس احموعتان 
سم .۶ و .۶ سم أي أن 


سم ۱ .۶ < ,8۶ ۲ سم 


: إذا كانت سرم مموعة ما فأثبت أن‎ - ٣ 
21 = 2 ۱ سم‎ 
البرهان : لد‎ 
= سررم ۱] ےی‎ 


اس : (س دسم) مر (س د و ) 
وعا آن 2 هي ال حموعة الخالية فلیس بینہا ودین سم ٠‏ مشترك 
أي أن مموعة المناصر المشتركة هي ا جموعة الخالمة | أی أ 


wr 


سںہم 0| 2 = 4 
۳ - إذا كانت سرم » بع » صرم فأثيت أن : 
(سرم .ع) ‏ صم < سم 1 (.۶ 0 صم) ( خاصة 
قابلة الدمج ) 


۱۳۳ 


البرهان : لدرنا : ( سرم م يع ) م صم 

ح إ( س د مسرم م يع ) ١‏ ( س د صم ) ! ( تعريف التقاطم ) 
إ ((س و سرم) + (س د رع)) 8 (سد صہ))(تعریف التقاطم) 
ا 
0 


س د هوم ) 6 ( (س3 يع )م (س3 صم ) )) 
( قابلمة الدمج في عملمة الردط د ۸۵ ) 


ع ( (س د سم ) ۸ (س دق ۶ صم ) ] ( تمریف. الناطم ) 
= سوم 0 ( ۶ ۸ صرم ) ( تعریف التقاطم) 
عکن استخدام حدول الانتاء لائمات صعدة الخاصة السابقة كا في التمرن 
ا حاول رهم ذا ( حأول, دلت بنفسك ) 
۸2 - ادا کار سوم 4 ري ؟؛ كر م ثلاث مو عات فاثہت أن : 
(() سہ ں (ع ہ صہ) -(میہ ںع) م (سہں‌صہ) 
( خاصة قابلية توزيع الاجتاع على التقاطع ) 


(ب) رم م (يع نا صرم ) ع (مرم م رع) ن (سہ ۸ صہ) 


0 ۰ خاصة فابلمة توزیع التقاطع على الاجتاع ( 
3 ۴ 3 4 0 


(<) تحقق من صحة الاصیتین () » (ب) من اجل ا جموعات: 
سم- 6111۳۲۱ ع <(1۳ »61 صم - (:» ۰) )٩‏ 
اشل ٠‏ 
(8) لدینا : سم را (.ع ۰ صم ) 
ح إس : (س و مسرم ) ؛ رس ديع م صرم ) !.( تعريف الاجتاع ' 


۱۳ 


ح وس : رس د سرم) » (( س3 ,ع) 8 ( سد صرم)) | ( تعريف التقاطع ) 


= س: [ ( س د سہ) ۷ ( س د ع)] ۸ 
[ (س د سم ) ۷ ( س 3 صہ)] 
( قابلیة توزیم الربط بہ ۷ على الريط ب ۸ ) 
عہ ژ س :(س و سصہ۲ع) ۸ (س د سرم 3 صیم) 4 ز عرد للاجتاع ) 
( سس د ( میم نا ع) ہم (سہ رضصہ)) ( تعریف النقاطم ) 


4 


( یہ ں ہے ) ۸ ( سہ ب ںہ ) 


(ب) لدیتا : سم و (يع نا صم ) 
س : ( س سم ) مر (س دوع ن صم ) ) ( تمریف التقاطم ) 


اس رس دسہ) ۸((س32ع) ۷ (سد صہ) )) ( تمریف الاعناع ) 


۱ 


ؤس : [ (س د سم ) ۸ (س دع ) ]۷ 
[ ( س د سم) م (س و صم ) 
( قابلية توزيع الربط ب م على الربط ب 7 ) 


حت ؤس : (س 3 هرم 0 رع )07( س3 سرم م صرم)! ( تعريف التقاطع ) 
- لس :س 3 (سرم ومع )ن (سرم م صم )) (تعريف الاجتاع ) 
= ( سم رت ) ن ( سم ۱ صم ) 
ع8 ۰ صحم< ۵:۳۱ ٩۵۰۱‏ 
< |۰1 | 
و سم ا(ع مصح) <(۲ ۱۱۳ ۵۰۱ 
سے ۳۸ ۵۱۰۳۲ )۱ 


۱۲ ۵ 


وادینا میم ں ع = } +‘ ا ۲۱۵۸ ۵۰۳۲ ۱٩‏ 
و سم ن صم < |1۳۰۲ ۱ [٥‏ | ۲ ۳ وا 
ومنه (سسح ۷ .ع) 0 (سمن صح) ۲۱-۰ ۲۳ ۱۵ ۸ }۲< ۴< 104 
< | ۲ ۳۲ ۵ ) (۲) 
وعقارنة (۱) » (۲) نحد آن الاصة الاولی محققة . 
ومن اجل تحتق اماصة الثانبة لدینا : 
بج نا صم< ۵۳۱ ۷ ۱۱۵۰۳۱۱۲۵۱ 
ومنه سم م (ع اصم) < 16۵/۳۱۳۲۱ 
')١( ۱‏ 
ولدينا أيضا : سم م 6 <۳۲۱ ۵۰۰۳۱۸ <۰۳۱ 1 
و سم م صم - 16۳۰۲۱ ۰ }¢< (j= {î <o‏ 
ومنه (سمع) ن (سم مصم) ۳۱ نا (4)< 1:۳ ہ)' 
وعقارة (۱)" ؛ (۲)" نجد أن الخاصة الثاننة محققة . 
۵ - اذا کانت سم و ع وعتین ما فأثت أن : 
)١(‏ سرم مہ ع د سم (۲) سم م يتم د .ع 
المرهان : 
من أجل أي عنصر س د سہ م ع لدینا : 
سد سم .۶ > س‌د سم وس دبع 
وینتج من ذلك نتستان : 
)١(‏ س د سم 0 ۶ عه س دسیہ وھذا بکافیء : 


سیہ م رتم د سہ وهو المطلوب الأول 


۱۳۹ 


(۷) س و سہ مم سس یع وهذا يكافى2: 
سرم م هم د .عم وهو المطلوب الثاني 
۹ - ادا کانت سم و ,ع و صم ثلات مموعات وکان : 
جرم د سم و طہ وب اع فأثت أن : صم د سم ع 
البرهان : من أجل كل عنصر س د صرم لدینا : 
س د رہ کے س 3 سم وس دع 
لان رہ د سم و صم دج ع فرضا 
ومنه س د صہ سے اس و سم م ,ع ( تعریف التقاطم ) 
و صرہ د سم م ع ( تمریف الاحتواء ) 


۷م - اذا كانت سم و ع مموعتین ما فأثیت أن : 
د 6 جه سم و ع - سم 
البرھان : طريقة أولى . 
اولا : لتفرض أن سیم د ع ولشت آن سم م ع = سم 
لدينا مسرم م رع د سرم )١(‏ ( التمرین ۸۵ ) 
وعا ان سم و ,تي فانه : 
۷س و میہے (س دوسیہ)م, ( س ند .۶ ) هس د سم م ع 
ومنه فان رہ < سم ۸ بع (۲) 
ومن (۱) و (۲) نج آن سم ہے < سم 
انیا : لنفرض بالعكس أن سم م ع = سم ولنبرهن 
ان سرم د رع 
في الحقيقة »© من أجل كل عنصر س و سسہ لدینا : 
عن یو مو ی مب 
وذلك لان سم سم م ع ( فرضا ) 


(۹) ` ۷ 


وميه س د س. عه س و ارہ و س د .ع (تعریف‌التقاطع) 
وميه س د سم حه س د ے 
و منه سم د .ع ( تعريف الاحتواء ) 
طريقة ثانية : 
أولاً . لنفرض أن سم و لے 9-7 1 , 
في الحقبقة » لدينا مرم ح ,ع ( فرضا ) 
و سح د سوم 

ومن هاتن السارتتن نحد : سرم د سم م .2 ( الثمرين 5ه ) 
ولکن من العلوم آن : سم م ع نے سرم ( الثمرين 6ه ) 
ومن هاتين العسارتن نحد: سم م 8 < سم 
ثانیا : لفرض آن سم ع < سم ولنبرهن آن سم د ,8 
فى الققة » با آن سم م ۶ < سم 

اذن ‏ سم د سم 0 ۶ 

ولکن سم ۸ ,غع د .ع ( التمر ن ۸۵ ) 


سم د ,۶ ( التمرين 5” ) 


۸۸ - آثدت أن : 


جم ن مسوم د صم لا سم (١)‏ 
و عم م سہ د صہ م سم )+( 

البرهان : من أجل كل عنصر س د ع لدیتا : 
س و ع سے س دع uسہ‏ (تعريف الاجتاع ) 
ے س و صرم نا سم ( اعادا علی (۱) ) 


> ع د صہ 


۱۳۸ 


ولکن : 
س د صم فقط 
س 3 جرم را سے ہہ أو س دصم و سم ء س د صم 
أو س د تلم 
ومن الحالة الأخيرة بکون س و ,۶ م سم أن س د .ع أصلا 
ومنه ينمج س 5 خر م م سر م (اعقاداً على (۳) ) وهذا 
دؤدي الى س د صم . وق سیم الخالات نلاحظ أن : 
س 3 7غ > س 3 علم 


أى أن ل < صم 


يا 


: أوجد سم في الالات الآتة‎ - ٩ 
کت |( »24 وسم د إن‎ )[ 
)( - ک < ۱۱۲۱ وسرم‎ )۲( 
ہے سس تموعة الاشکال الرباعمة في مستور‎ )۳( 
. سرم ح جموعة المربعات في هذا المستوي‎ 
ص سے جموعة الأعداد الطميصة‎ )4( 


><“ 


سہ = س :س۲ ب وت دط ) 
الحل : 
ظ جب مرت کرت 
مرم - إس : (س د ك ) م ( س ف سرم) ) 
وعلبه تجد : 


(۱) سم - (۲»و) 


۱۳۹ 





Ee 
دادر 6 ۱ ات 6 لمح -رم)‎ 
آثبت آن : سوم د رع ےہ ع' د سم‎ - ۲ 
) تعريف المتممة‎ ( )١( س د ۓع' سے س مع‎ 
وا آن سم د ع فرضا فان سد عاے سروسم‎ 
س دبع" حه س و سم‎ 
) او س 3 .تي" سے س د سم ( تعريف المتممة‎ 


f 


و منه ,۶ د سم 
۹۳ ۔ إذا کان سیہ وخ حزئين من جموعة كلمة حك فائدت أن : 
(P)‏ ( یہ ں ع )' = سہ' م ع' 
(ب) (حہ مع )' - سہ' ں.ع' ( قانون دو مورغان) 
البرهان : 
(P)‏ لنبرهن أولاً أن ( سوہ ں ,ع )" < سم م 'E‏ (۱) 
في اللحقىقة » لدینا : 
س د (سیہ ں رع)' »> (س داح ) م (س و سہن .ع) (تعریف‌المتممة) 


۱۳۱ 


سے ( س ? موم ) م ( س 3 رتم ) (الفقرة ۲۹ ) 
ه (س د سم ) م ( س د .ع" ) ( تعریف التممة ) 
سے س د سم" ع 
ثم لنبرهن أن : سرہ' م ع" د ( سم ن ع )" (۲( 
في الحقيقة لدينا : 
س دسیہ' مع' سے (س دعیہ') م ( س و ,ع" ) ( تعريف التقاطع) 
> (رس # مرم ) م (س هلم ) 
ہے س و سیم ن رع (الفقرة (۲۹) ) 
> سو (عیہں ع )' (تعریف التممة) 
ومن (۱) و (۲) حقق الساواة (() . 
(ب) نتمع الاسلوب ذاته الذي استمملناه لاثبات (۵) . 
6 - ادا کانت ‏ < ۵4۳۱۱ ۹۷۰ و ۵۰۳(<۲» 1۷ 
و ت ٩۵۰۱‏ آوحد : 
"o (© 'P (0)‏ (۲) نات (4) 0 مص" 
) (۵ وا بت ) (5) ( ۵ مب ) 


مادا تستنتج من مقارنة ديجي (۳) و )٩(‏ ومن مقارنة دتعي 
(4) و (۵) . 


(۱) (" تتکون من عناصر ڪ التي لا تنتمي ای ( أي - ( 2١‏ و) 
(۲) بت" تتکون من عناصر ح الق لا تنتمي إلى ب أي ب' ح [ م» ۷ ) 
(ع) ط' ني - ۷۰۳۰۰۹۰۱ 

(ع) م' مه” جع م 

9 ا 


۲ 


)٦( 


مقار ۳ لح 


۲ ۲ 0 بت سے إہ) وہ ات ای 
۳ و )٩(‏ نجد : ( ۵ مت )۲< ۵" نا تا 


) 
وبمقارنة تتبجتٍ (؛) و (0) نجد ایت )= ' ۾ ت" أي 
أن الجموعتين م وب نان قانوني دو مورغان . 


۵ - آثبت آن : سم م ( سم لا ع )۲ عد ص . 


البرهان :. لدینا علی التوالی : 


سرم م(سرم نوع )'ع سم ۸ (سرہ' ۸ .ع7۶) (قانون دو مورغان ) 


(سہم سہ') ہ.ع'(خاصةالدمج) 
a =‏ م ع" ‏ (اشاصة ۳ الفقر:۳۹) 
= چم (الخاصة ) الفقر:۳۵) 


95 - إذا كان سرہ م ع = e‏ فأشت آن سم د ,ع" . 


الفرق : 
۷ - 


البرهان : من أجل کل عنصر س د سم 

لدہنا: س د سوم مه س و ع لان سہ ۸ع = م فرضاً 
ولکن : س وع جه س د ,ع" 

وعلله فان : س د سم حه س د ,8" 

وھذا نکافیء : سم د ع' 


عمّن المجموعتين | امس وم فل في كل من الحالات الآتية 
)١‏ ۲ - ۱6۰66۳۲۲۱ 
ت = (<A ‘¥< <o}‏ 


۲( م = ۱۰۱۳۲۱ 6 ب < (6۳ ] 


۱۳۳ 


(۳) ( ع ۸/۱۸۲ ب 2 (۲) 
ACTED‏ و ہا 
ET‏ ب < ( ] 
)٩(‏ ۲ کن (جموعة الأعدادالحقرقمة ) تب حدم ( جموعةه الاعداد 
المادية ) 
الحل : 
إن المجموعة م اب هي موعة العناصر التى تنتمي إلى م ولا تنتمي 
0-27 


وإن المجموعة ب - ۵ هي مموعة العناصر التي تنتمي إلى ب ولا 
تنتمي إلى ۲ . وعلى ذلك ند : 


)۱( 0س عام / 6 ب - ٩/۸۷۱2‏ 
ا خی 6 بلج م 
9 ا هت ۸۲۶۹۰) 6 ب لم ع م 
)¢( ات ۸/۱4۲ 6 ات ٩۱۷۹۵/۳۰۱‏ 
(o)‏ (-ب < ( ۲ ) 6 ب-0<() 
(ہ) ‏ ۵ -ب سح - ع = جموعة الأعداد غير العادية 


م حرع يم سے م لعدم وجود عدد عادي غير حقيقي . 
٩۸‏ - بسّن باستخدام المتحططات أن مسرم يع عد رع مسرم بصورة 
عامة . هل بساعد التمرن السابق علی توضيح هذه الخاصة . 
ا حل : 
الشکل (ہم) یثل الجموعتين سمو ع والشکل (۰۳) عثل احموءة 


سم- ع والشکل (4ه) عثل اجموعة .ع - سیم ویتضح من الشکلین 
الأخير بن أن سم - 8 سے سے عج - سم 


۱۳ 





الشکل (۵۲) 


الشکل (4ه) 


وباستعراض نتانج التمرین السابق نلاحظ أيضا أن "ب عب ل 
۹ - اذا كان مرم ورع جزئين من جوعة سک فاثت ان : 
سہ ع = سم م 6" 
البرھان : 


لدینا : سم ع = س : ( س دا سم ) م ( س و۶ )) 


ولکن : س 3 ريم جه س د ع' 
ومته : سوم رع ح إس : (س و سرم) مر( س دع۲ )) 
ه (٠‏ - من أجل أي جموعة جزئية سم لجموعة حك أثمت أن : 


(۱) سم - سم < م (+) سم - و - سم 


۱۳۵ 


۳۸ 2 - سوم < 2 (4) سیم - مه < م 

(۵) سم- يم د سم (حيث ۶ داك ) 

المرهان : 

)۱( لدیتا سم سم < سم م سم ( خاصة ۷ » فقرة ۲ ) 
ومنه مسرم سم < و ( خاصة م »2 فقرةوم) 

(؟) لدينا سم وم < سم م و" ( خاصة ۷ ) فقر:۲)) 


(۳) لدینا و م سم" ( خاصة ۰۷ فقرة۲) 


: 


ےج 2 ( خاصة ) ؛ فقر:۳۵ 


(4) لدینا رم ۔ ہے < سم م ح' ( خاصة ۷ فقرة؟؛) 
< سم و 5 ( خاصة ۱ > فقر۳۹5) 
م ( خاصة ؛ > فقر۳۵5) 
(۵) لدینا رہ .ع سم م .ع" ‏ (خاصهة ۷ )؛ فقرة۲)) 
ولکن سم م ,ع" < سم ( التمرین ۸۵ ) 

ومنه سم -ع د سم 


١‏ - أثبت أن مرم نيع - (سرم عع ) ن رع 


اثبرهان : 
لدينا ( سم -.ع) نا رع ع ( سرم م ے') u‏ ع ( الخاصة ب 
الفقرة؟؛) 
< ( سم با ,ع ) ۰ (EU 'E)‏ 
( الخاصة التوزيعية ) 
= ( سرم ن يع ) ماك (الخاصة ؛ > 
الفقر ۃ۳۹) 


۱۳۹ 


ح سم نا رع ( ا حخاصة ٠٢‏ الفقر ٥ہم)‏ 


٠٣۳‏ - أثت أن لغ د مسرم جه (سو م يع ) ن .يم ع سرم 


البر‌هان : 
لدينا ( سم -ع ) u‏ ع = سم ن ع حسب السالة السابقة 
ولکن ( سم را ع ع سم ) جه 8۶ < سم 
( التمرین؛۷ ) 
زدن : (سرم يع )ن رع ح سوم جه رع د سم 
الفرق التناظري : 
۳ - غنن احموعة سہ ۸ ع فى الحالات الآتية : 
(۱) سم ۰۱ 16۳۲۲ 6 ص ۳۱ ئ٤؛؛ٴ‏ ۰۰۰ 
)¥( سم ۷۵۲۳۲۱ 6 ۰۱۱-6 ۷) 
(۳) سم< ۱۰۲۱ 6 6 < |۳۱ ه) 
4( سم  (۷/۰۰۲(‏ 6 ع-() 
)٥(‏ سم<د وم 6 بع ۲۱ ) 
ال : 


بتطسق تعریف سم ۸ ع فی کل حالة ند : 
(۱) سمرع < (۱600۲۰۱) 

(۲) سم ۸۵ ع < {ocr‏ 

(۳) سم ع < ۱۰۰۳۲۱ 
)4( سم ۸۵ ع < ۷۰۵۰۲۱ 

(ه) < (۲) 


۱۳۷ 


۱ 
۳ 


٥ 


سم ۸ .ع 


6 هم | - إدا كانت حت عموعة الملا 
مثلث متساوي السافین ) . 
تتکون المحموعة سم ۸ ,ع . 


1 
3 
ها 
1 
6 | 
۳( 


ال : 
سم ۸۵ ع ( س : ( س د سم و س ,6 ) ۷ (س د 
وس ف مسرم ) ) 


ومنه : سم ۸ ع اس : س مثلث متساوي الساقین غير قائم أو 


۵ جع 


مثلث قائم غير متساوي الساقين ) . 
۰۵ - آثت آن سم ۸ ع - (سم-ع) با زع- سرم) 
الہرھان : بانشاء حدول الانقاء الاتي : 


۱ 


سہ اع اسہ ۸ | سم -.ع E OE SE‏ 











۰ ۰ ۰ ۰ ١ ١ 
١ ٠ ۱ ١ ۰ ۱ 
۱ ۱ ۰ ۱ ۱ | 
٦ ° ٤ ۳ ۲ 1 
حدول حدول حد ول حدول جدول الاحتاع بناء على‎ 
6۵ » 4 احموعتن الفرق الفر ی الفری‎ 


الفروضتین التناظري بناءعلی - بناء على 
ناء على ۱ ۲ ۱۲ 


۲°٤۹ 


۱۳۸ 


وعقارنة العمودین ٩۳‏ یثبت لدينا أن للمجموعتين 
سوم لثم ع و (سرم داع )ن (لتم - سرم) 


العناصر نفسہا . 
۹ ات آثیت أن سم ۸ ,ع ح .۶ ۸ سم 
المرهان : 


سينا  :‏ سم لطاع - ( سروم يع ) ن ( .تم -سرم ) 
(الخاصة ١‏ »> الفقرةه؛» 
أو سم مع رز عد سم ) ن (رسم-ع ) 
( الخاصة التبديلية للاجتاع ) 

,۶ ۸ سم ( الخاصة ١‏ » الفقرةه؛) 
۷ بت من أحل أي موعة جزئة سم من موعة حك أثدت آن : 
(۱) سم ۸ و ع سم 6 (۲) سم ۸ سم و 

المرهان : 


(۱) سم ۸۵ 2 ع ( سم - و ) لا ([ و - سم ) 
( الخاصة ١‏ » الفقرةه؛) 


۱ 


سے سم ل م (الخاصتان*و؛ > الفقرة؟؛) 
= سر م 
(۲) سہ ۸ س«< شرم سم ) رن ( سم - سم ) 
( الخاصة 2١‏ الفقرةه؛) 
کے وج ( ا حاصة ٢٢‏ الفقر٤٤؛)‏ 
= 7 


فأثدت أن : 


۱۳۹ 


( خاصة قابلية الدمج ) 
المرهان : يمكننا التحقق من صحة العبارة المفروضة باستخدام 
الحططات » نأخذ المجموعات سرم 2 .2 » صرم الممعلد 


بالشكل (مه). 





سے ےھ 00 (سہھ ع اےعہ 


الشكل (هه) الشكل (وه) الشکل (لزه) 


ننشیء رہ ۸ ع کا فى الشكل (وه) > ثم نشیء الفرق التناظري 
د رہ ۸ ع وصہ أي أننا نظلل العناصر التى تنتمي ل سح ۸۵ .۶ 
ولا تتتمي ل صم والعتاصر التي تنتمي ل صم ولا تنتمي ل سم ۸ .ع 
فنحصل عی الشکل (۵۷) . 


وبنفس الطريقة نعيّن أولآً احموعة .ع ۸۵ صہ کا ني الشکل (9۸) 
ثم نعتن الفرق التناظري لمحموعتین مس و ۵ش صہ کا نی الشکل (0۹) 





الشكل (مه) الشكل (وه) 


وعقارنة الشکلین (لاه) (وه) تتحقق صحة الساواة الفروضة وعکن 
اشاتها بصورة عامة ۳ لی : 


طريقة أولى : نشکل جدول الانتاء ال تی : 


| 


لم رع | صرم | مومحم رع (سہھ۵ع) ۵صہ ,۶ صم سم )ع۸ صہ) 








١ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ١ 

5 ۱ 2 ٠ اا۹‎ 

۰ ۱ ۰ ۱ ۱ أ‎ ١ 

۱ ٠ ١ ١ ۰ ہا‎ ۱ 

۰ ابا ۱ ۱ م ۱ 

۱ ۱ ۱ ۱ ۰. || ° 

۱ ۱ ۱ ۰ ١ |١| ° 

۷ ٦ © 4 ۳ ۰ رک‎ 

عتول الفرق الفرق التناظري الفرق الفرق التناظري 
ا حموعات التناظر ي من 4 > ۳ التناظري ‏ من 1۱ 
الفروضة ‏ من٤٢٢۲‏ من ٤٢‏ ۳ 


وعقارنة العمودین ۵ » ۷ ینتج الطلوب . 
طريقة انية : ولا : بس د ( سم ۵ ع ) ۸۵ صہ لدينا: 


5 (۱) س د سم ۸۵ ۶ و سر 3 صرم 
س 5 ( سم ۵ج  )‏ صن ا يام 


ولکن : 


س و سم و س + ع وس وہ 
س و سم و س د ثم وس 3 صم 


(۱) 


۱۱ 


07 5 س د سم و س د وس دصہ 
س و سم و س و وس و صءم 


ثانیاً : ب س د سم ۸۵ (,ع ۸ صہ ) لاینا: 


) (۱) س د سم و س # ۶ ۸ صم 


ا ا و ( (؟) س ف سرم وس دع ۂ صہ 


ولکن 

( بت س د سیم و س د یل و س 3 صلم 
س د سم و س و وس 3 صرم 

رتا نے ( س و سم وس ولثم وس 3 صرم 


أ س و سہ وس و وس دطہ 

وعقارنة نتائج ( ولا ) و ( ثاناً ) نلاحظ ان امحموعتین 

ز سم ۸ ع) ۸ صم و سم ۸ (.ع ۸ طرم ) العناصر نفسپا . 
۰ - آثبت آن . سم ۸۵ ع رم نع ) -(ع ۰ سہ) 


البرهان : يمكننا أن نتحقق من صحة العبارة السابقة باستخدام 





9غ 


مھ 


الشکل )٦٦(‏ الشکل (۳) الشکل )٦٦(‏ 





وننشئیء محطط سم ۸۵ .ع "م في الشكل )5١(‏ ثم ننشىء غطط 
مسرم نا رع في الشكل )٦٦(‏ وخطط سہ مہ .ع في الشکل (۱۳) مم 
محطط ( سم ن ,ع)- (سم 0 ,ع) ق الشکل (14) وبالنظر في الشكلين 
۷۸) (:۱ ) نتأکد من صححة العمارة الفروضة. . وعکن اشاا بصورة 


عامة کا بل : 


۱ ۱ . ١١ ١ 
١ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ 
۱ ۰ ۱ ۱ ١| ۰ 
٦ ٥ 1 ۳ ۲ ۰ 
دون افو الاحتاع  التقاطم الفرق من 4 » ه‎ 


المجموعتين التناظري من ۲٢٢‏ من ۲٢٢‏ 
الفروضتین من ۲٢١٢‏ 


وبقارنة العمودین (۴) > (5) ينتح المطلوب . 


(۱١( ۱۳ 


طریقة ثانية : 

لدينا : 

سر ں ع ۔ ع م سے = ( سم لا بل ) 0 (.ع م سہ)' 
(الحاصة ۷ء الفقر ٤٤؛)‏ 


ے سم ع) ہ (رغع'ں سہ') 


) دو مورعان 6 الفقر ۳۹۵ ) 


[ رہ EU‏ ) 0 ع | U‏ [ رس نا ع ) ٩‏ سم ] 
( قابلىة توزيم التقاطم علی الاحتاع ) 
سے | (سم 0 کر 27] 1 [ (سہ ۸ سہ') ں رع ہ سہ')] 
۱ ( قابامة توزيم التقاطع على الاجتّاع ) 

ے [(سم و ع ) د 2 ] با[ ا(ع سم ) ] 


( الخاصة م » الفقر ۳۹2) 


۱ 


ر سم م ع') دا (ع 0 سم" ) 
( الخاصة ۲ » الفقر۳۱5) 


سس یر ی ۲ ۹ ار ۳ج 5 ) 


کہ 2 ۵ 
۱ اج. مه ب » الفقر 5 4۳۲ ) 


= سہ ۸ E‏ (الحاصة ١‏ > الفقرةه) ) 


جبر المجموعات ومبدأ الشدوية : 
۶ ۱ ۱ ۔- بفر ض سم ۰ ۳ حزءان من کو عه حك ورهن أن : 


ز سم 0 ع ) نا (رسہ۔م ٤‏ ع')-سہ 


ال : لدینا : 


١(سہہ‏ ی 


۱ 


سم م (ع ا ع') ( قابلیِة توزیم التقاطم علی الاحِتاع ) 


سہ | ہے ( خاصة؛ الفقرةوم) 


= سوم ( خاصه ٢۲‏ الفقرةه*) 
۱۹ - بفرض سرم » بع » صہ ثلاثة أحزاء من موعة س فبرهن أن: 
سم - (ع - طم ) < ( سم ايع ) ا ( سم و صم ) 


ا حل : لدینا: سم - (ع---صم) 


میم - ( ع ۸ صہ') ( خاصة ۷ الفقرة ۲ ) 

< سم و (ع ‏ صہ')' ( خاصة ۷ الفقرة ۲؛ ) 

< سم ۱ (,ع۲ نا صم ) ہ (قانون دو مورغان التأني ) 

ح ( سم ۱ ,۶" ) ا ( سم صرم ) (قابلمة‌توزیم التقاطم‌عی‌الاجاع) 
<(سم-8 ) ۷ ( سم 0 صر  ).‏ ( خاصة ۷ الفقرة ۱۲ ) 


۱ ۱ - بیقر ض رہ ۶ » صم ثلائة أحزاء من ححوعة ڪ فبرهن آن: 
سم( ,۶ 0 صرم ) ح ( شرم يت ) لا ( سم - صم ) 


اخل : لدينا : سر م ( .رم 0 صرم ) 


< سم ززع م صم )' ( خاصة ۷ الفقرة؟؛4 ) 

= سہ م (ع" ن صہ') ( قانون دو مورغان الثاني ) 
<( سم ۱ ے') ا (سہمصہ') (قابليةتوزيعالتقاطععلىالاجتاع) 
ح (سرم لم ) ن (سم-صم) (خاصة ۷ الفقرة ٣ج‏ ) 


٣۳‏ - بفر ض سر م 2 ري »صر م ؛ ی أربعة أحزاء من جموعة کے 
فبرهن آن : 


زر سم 8.2 ) ۰ (صم - ی ) < ( سم 0 صم ) - ( .8 لا ی ) 


۱1۵ 


ال : لدینا : (سرہ۔غع )مہ (صہ۔ی) 

( سم ۸ ,۲۶  )‏ (صم ۸ نی" ) ( خاصة ۷ للفقرة )٩۲‏ 
دسم مزع م صم ) ۸ ی' ( الخاصة التجميعية للتقاطم ) 
دسرم 06 (صم ميع' ) م ى' ( الخاصة التعديلية لاتقاطم ) 
ح ز سم صرم ) 0 (,ع ‏ ی" ) (الخاصة التجميعية للتقاطم ) 
د ( سم و صم) ۶.۱ وا ی )۰ (قانون دو مورغان الأول ) 
= ( سم م ص.م ) - ( .۶ لا ی ) | خاصه ۷ الفقرة ٩۲‏ ) 


۶ 


ء ١١‏ جح إذا فرضنا سم » .ع جزأين من جموعة جت . فبرهن أن : 


سے ع جب رہ مہ ع ' = a‏ چه سم را ع - ہے 


امحل : لديا : 

سرام د .ع جه سرام ے = ( تعردف الفرى ) 
ج سم ع' سے حاصة ۷ الفقر:4۲ ) 
جه ۱ 
ج سم لا ( يع )' ح جه ( قانون دو مورغان الثاني 
جه سم" لا رع جد حك | خاد4 ۲ الفقره ۳۹ ) 


۵ - آوحد ثنوية کل من التطابقتین : 
۱ - مسرم م ( سرم ن رع ) = سہ 
٢‏ (رسہ۔م و ) ں ( سم لا کڪ )= ڪ 
ال : 
٩‏ - يكفي أن نضم في المتطابقة المفروضة الاثارة ن عوضا]ً عن 6 
والاسارة 0 عوضاعن ں فنحصل على نو دتما ر هي المتطادقة : 


سم لا ( سروم ۸ ,۶ ) = سم 


۱٦ 


۲ - نبدل في التطابقة الفروضة الاشارة ره ب ہ والإشارة م ب له 
وصددص وح ب و فتحصل على ثنويتها وهي المتطابقة : 
( سح ناك ) ١‏ ( سیم 0 و ) < و 


: رهن صحة ال تطابقنین‎ - ٦ 


٦‏ ( سم 0 > ) ۷ (ع 0 )ع 
۲ - ( سم لا 2 ) ۸( لاک ) = سہ 


ال : 
ٹ- لدينا : 
سہ 6 مک ۔ سیہ و مخ 0 5 > 5 
وبالتالی : (عہہ ک) ا(رعغہ 2 )= سہں a‏ دسم 
۴ - با أن الطابقة الثانية هي ثنوية المتطابقة الأولى وبما أن الأولى 
صمصحة فٹنویتہا وهي المتطابقة المانمة صصحة أيضاً . 


۷ - آثبت آن: ( سوم د ہے ولتي د ص ) هم سرم د صرم 


ال : 
إن سم دیع چه مر ع سم (۱) ای ار ہہ 
د التقا 
و لآ < ص, جه ل ١‏ صلم سرع رې تعر سح( 
بالتعویض من (۲) ی (۱) نحجد : 
( سم 8۵  )‏ صم = ل- 
أو مسرم 0 ( يع صرم ) ح سیم ( الخاصة التجمیعیة للتقاطم ) 
أو سہ ۸ صہ = سہ ( بالتعویض اعتاداً على (۲) ) 
ومنه سم < صرم ( تعریف المقاطع ) 


۱:۷ 


تر رخف نا 
و هم ۸7 برشا 
الاجتاع ۱ 
۸ - لتکن ہے وعة طلاب الصف الأول الثانوي في إحدى 
- عمن احموعة سم ن ع |٢‏ ۔۔ إدا كان س طالماً د مك 
ومتفوقاً بالریاضباث والفيزياء فبل س د سح نا ہے . 


5 سح( متاخ ¢ eu)=g‏ >( 
5- سم تس ےت 
۳ سم <۲۱ ۱۰ 6۵ ,ع<() | 

1 سم-0۰۱) 6 ع۔+؛-) 





)٦٦( الشکل‎ )٦٦( الشکل‎ 


۱:۸ 





لشکل (۰۷) ( الشکل )٦۸(‏ 


۱ اذا كانت سرم د رع و صم مموعة ما فأئبت أن : 
مسرم ن عصرم د .ع نا صرم 


۳ - اذا کات مسرم ن رع = م فأثبت آن : 
سم << 2 و 2 2 6 
التقاطع : 


۳ - اوجد ۾ ب في كل من الحالات الاتبة : 


)٦٦و٢؛‎ ۲٢٢ ہے(‎ 6 ۵۳۲۱-۸-1 
{rcs 6 )٦٦ ٤ ٢۲(ےإپ‎ - ۲ 
۷۰۳۰۸ (< بت‎ 6 3" ۴(<-۲ -۴ 
(xj ¢ سو‎ 

هم | ۰ ۳ 0 6 ب سے إ٢‏ شا 

5 معط ) ما ہبی 


۽ ١‏ - اذا كانت سم مموعة قواسم العدد ٤) ٢٢‏ وع بوعة قوامم 
المدد ۱۸ فأوحد سم م ع . 


۲۵ - ظلل سم م ع في كل من الأشكال الآتية : 
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الشکل )٦٦۹(‏ اشکل (۷۰) 


١”‏ - لتكن سم موعة طلاب مدرستك الذن لا تقل أطواهم عن 
۰ سم 27 مدوعة الطلاب الدين لا تقل آوزانهم عن ٦‏ 
کغ . مم تنکون احموع-2 سم م ۶ ؟ ومی تکون هي 
الجموعة الخالمة ؟ 

۷ - لتکن ك ممرعة الأشكال الرباعية في مستوي و 
سہ = إس : س د ك واس متوازي أضلاع ) 
بع = اس :س دک وس مستطیل ) 
صرم - اس : س د ک وس ممین ) 
مم تتکون انجموعات سرم ماع > لم م صرم 2 سرم م صرم 
۱۲۸ - لنکن (س »ع) نقطة ی مستوي انحورین الاحدثین و ہ'؛ مٌ 
جموعتي النقاط : سیم | (س٤ع‏ ) : س٤ع‏ دب وس -ع < ۰ 
و ع <((س»ع ) :س»ع دم وع > ۰ 
و صرہ ے((س٤ع):‏ س٤ع‏ دہاوع کس وع<١)‏ 
۱-مثتل علی مستوي الحورن الاحداشین سہ ۰۵ع . 
؟ - مثثل على مستوي الحورين الاحداششين ( سرم 0 يت ) ن صرم 


۱۳۹ - اذا كان سرم د صرم فأثئبب أن : 
سم ۱ .۶ د صرم 


۱۰ 


سم م عو وسحہں ٌمح 


كيف تصبح هذه العبارة إذا كان سرم ديع ؟ 


۱ - من أجل أي جموعتين سم 2.۰ ایت أن 

سم - .8 جع سم لا بے ع سم ۱ ,ع 
۲ -- إذا كان سرم د رع وكانت صم مموعة ما فأثبت أن : 

سرم م صرم نح ,۶ ۸ صم 

المتممة : 
۳ - (ذا کانت سم - يموعة جميع الأشخاص السمان 

5ے مم تتکون احموعات 

سرم' »رع' 6 (سرم لا رع )' 6 ( سم ع )۱ 


۰ هل حقق سیہ رمع فانونی دو مورغان‎ ٢ 


5 - لتکن ڪ جموعة جميم الأشخاص 
و سرہ = }س :س شخص عربي | 


و 


و صاہ سے (س: س شخص مسن) . 


مم تتکون ا جموعات التالٰة : سم" » سسہ ع۲۱ ع', صہا؛ 
( ,۶ نا صم) » ( سم ۶ ) ۱ صم » سم" با ( .ع م صم ) > 
© درج » سم نا بقع » هأ »> رع و طم" ‏ ( ,۶ 0 صم ) . 


۱ 


۱۳۹ 5 عسن ا حموعة سم في كل من الحالاات الآ تمة : 


سمت ت سم" 
سم<( ۵ »بت 6 0و 4ق کاق اتک ھکر 
سہ - ] نج »و - اهاط » 3 ) 

(s> ep |= rv 
(>|) =r 
سس 00ت‎ 

سرم و ۱ 

سم- ۵۱-۵۱ »نت <) 

سم - | س : س متوازي آضلاع ) - إ[إس: س مستطیل) 





الشکل (۷۲۲) 


\o۲ 





الشکل ٠ )۷٤(‏ الشکل (ہ۷) 


۸ - ف الشکل )۷٦(‏ 
اوخت 
15- مسرم | ٣ے‏ 
۴ مرمماعع © مسرم رع 
۵ - .ع سم ٩‏ سم لا ع 





الشکل (۷۱) 
١*9‏ اكتب دشكل أسط كلا من المجموعات الآشة : 
٦‏ سم م وا ۸ ۲ - سم زا تا 
4 سوم سم 6 أ سوم م تا 


۰ج - آثبت آن ,ع - سم هو جزه من سم . 

ارق العداظریم: 

۱۶ 7 عسن المجموعة سم قٍ كل من الحالات الا تبة : 
١‏ _ سم< ۱( نب ج<) ۸ اج و5 و 


5- سمب[ ( اب 2< 4 )8 ((12) 
ی سم۰- ۱( »تب »<) ۸ 2۱ »و ) 


or 


1- سم-(( ۱ب ۰ -) ۵( 
- سم-( )۵ (۶ ۰۵۰ | 


١ ۲‏ - إذا کانت ‏ - موعة جبم الاشخاص القصار 
ی = غي عة کیم ار ای الان 


مم تتکون احموعات : f‏ ب 6 ب م 6 وب 


۳ - ظلل سح ۸۵ ع في کل من الاشکال الاتمة : 





اشکل (۷۹) 





ااشکل ( ۲۷۷ 


جبر اجموعات ومبدا الثنوية : 

ع ٩‏ - آثبت آن : سم نا ( سح ع)" < ے 

۶۵ ۱ - اذا کان سم م ع دو فاشت آن ,ع م سم" - ,ع 
٦‏ -۔ إذا كان سرم م يع > 0 فأثيت أن مسرم ن رع' داع” 
١ ۷٤‏ - أثبت أن زسرم يع ) م يع - م 

۸ - برمن آن سم-,ع"< سم ع 

٩ ۶‏ - رهن آن سہ'۔ ع سے ع ۔ سم 

۰ - آنبت آن ( هرت ع(( هت ) با رت ۵ ۱۲ ) 

۱۸ - آوحد ثنوية كل من التطابقات الا تة : 


٥ 


6 (سہئ) ں رع م صرم)- (سرم ن صرم ) مرع 

۳ - (هرم نا رع) م (سرم بارع') - سہ 

- (,۶ ا سم ) م سوم رع م سم 

5 - سم (رع م صم)- (سرم م ک)ں(عمصہ) 
۲ - آثت أن (سرم م کے) ٥‏ (و ں سہ')-و 


۳ - آثبت أن ز سم ن و ) ا ( کڪ م سرہ' ) = کے 


اوس وارتاران 
الاجتاع ۰ 


۱۱۸ ہے ایب سرم لا رع ع ؤس : س طالب متفوى بالررياضمات أو 
بالفيزياء ) 
5 كل طالب متفوی بالریاضیات والفیزیاء د مرم ن رع 
| انظر معنی أو في الفقرة ا » 4” ) 
( - و مت 


اس 


) +20 - 4 ) ۰۲ - ۳ 


۰ - نظل الاجزاء غير المشتركة والمشتركة إن وجدت فنحصل 
الترتيب على الاشکال الا تة : 





\ oo 


ور 





(AY) الشكل‎ 


ااشکل (۸۳) 


۲۲ من المعلوم أن سم د رہ ن عم ولکن سم زا ريم د م 
ادن سم جح م ولکن و د سہ 


وبالثل نبرمن أن رع - و . 


و مه سل = نم .۰ 


التقاطع : 


۲۰۱۱-٩۱ - ۳‏ ۵) ۲۱-۲ 
٦ ۸۰۷۰۳۱ ٣‏ - چ 
۳ - ۲ ۲ 5 ط* 
شس ۱ وی 
۵ - : 


نظلل الزء المشترك بين محططي ا فنحصل على 
الات ال : 





الشکل ۸:۱ الشكل (هم) الشكل (5م) 
بقل وزنه عن ٦٦‏ کم . وتکون الحموعة خالبة عندما لا موحد 
أي طالب ني ا در سة طوله ۱۸٠‏ سم على الأقل ووزنه ١‏ کن‌عی‌الأقل 


۱9۹ 


۱۷ 


ع ۸ صہ' = س : س غير مسن ولا يشرب الشاي ) 


ہے إ 


(س : س شخص غير عربي ) 


س : س عر ود 


رب الشای 


سم 0 ۳ 


ھ 
کے 


۶ - سم 


ون ( سم م ع ) 


۱ 


و" 
سم" زا ع' 


کی 


2 


۲ - واضح ان ( سم 6 ع ) 


۱ 


سم 


رسیم لا ,ع) 
(سم 0 ,ع) 


- 


. 


ا 


مموعة الا شخاص الذىن لد 


اعانا 


م" 
أو 


اقصاراً. 


۶ 


a 
امس‎ 


صاراً 


لسوا قصاراً. 


هي ببجموعة جمبع ! 


. 


۵ ۰ 
رک 


11 

۳ 
1 ِ 
۱ ای 
1[ کا 
5 ہا 
7۔ 
ا 9 
۹ 
3 .9 
3 5 
A,‏ 2 
۲ 2 
3 4 
با و 


الم 


(AY) 





٠١ - ١ ۲۸‏ سہ م ,ع هوالجحزء المظال عخطوط متقاطعة ف ال 


(AY) 


سم صرمح [ اس : س و > و اس معين ) 


(س :اس ج ڪڪ وس مربع ) 


,۶ ۲ صم 


۷- سرم م رع ح ( س : س و مك وس مستطیل | 


(.ع ن صہ )' = إس : س غير مسن ولا يشرب الشاي ) 

(سرم 0ع ) م صرمح [ س : س عربي ومسن ويشرب الشاي ) 

سم لا (.ع 0 صرم)ت ( س : س ( غير عربي أو يشرس الشاي) 
و( غير عربي أو مسن ) ) 

 ۶‏ ع" > (س : س يشرب الشاي أو لا يشربه ) = ڪ 

سرہ ل ہے = اس :س عربي أو يشرب الشاي ) 


2 


۱ 


کے 
,۶ م صم' - ؤس : س يشرب الشاي وغير مسن ) 
(ع ٣‏ صہ') = س : س لا يشرب الشاي أو غير مسن ) 


ملاحظظلة : 
يستفاد في كتابة الجموعات السابقة من خواص العملبات على القضايا 
۱ راحع الفصل الأول ( 7 


الفرق : 
۳۹ کے ((تح) م 


(rcp =1 {sect} =F 
© 5 © م-‎ 
ب © ۶ ۔ھ)‎ 


ه ‏ اس :س متوازي أضلاع وليس مستطيا ) 
۰ صم ۳ - .۱ 


۷ - و ااشکل (۷۲) نظلل من خطط سرہ النطقة الارحة عن 


مخطط رع فنحصل على الشكل (۸۸) . في الشکل (۷۳) لا 
یکننا تظلیل سم - ,ع لان سم -,ع - م . وفي الشكل 


۱6۸ 


(74) نظلل سہ فقط فتحصل على الشكل (86) . وفي 
الشکل (70) نظلل مناطق مخطط مسوم الخارجمة عن مخطط 
4 فنعصل عل الشکل )٩۰(‏ .۰ 





الشکل (۸۹) الشکل )٩۰(‏ 
707 + + + 7 

ae ٣ |۵6 ۷۲ 
9 م-‎ ۱۰۰۹۰۳۲۱ - 4 
0۱۱۸۲۷۹۱۹۱۰۰۰۳۲۱ — 

۹ - ( سم 8د سم بد مسرم 40م 


١ 5 ٠‏ لدينا عم - سم-< .۶ م سم" < سم" 


الفرق التناظري : 


و كك رن ی٦‏ لت 
seu} =4 {accep} —F‏ 
اهر | 


ب سس ۲ = اس :س شخص مين و لیس قصیرا ) 
ہب = س :س شخص قصیر و لس مین أو شخص 


در ا 


١51:5‏ م 


)۱۱( ۱6۹ 


۳ ۱ - نترك الزه الشترگ ہیں محططي سیم وش ( ات وجد ) 
بدون تظلل فتحصل على الاشکال (۹۱) )٩۳( > )٩۲( ١‏ . 










سم ہے 
ڑم 
O‏ 
0 
ك <7 
الشکل )٩۱(‏ الشکل )٩۲(‏ الشکل )٩۳(‏ 


جبر انجحموعات ومبدأ الشنوية : 
٩ 6‏ - سم نا ( رم م ع )= سے ن ( سم" لا ع" ) 
= (رسے ں سہ') ں ع'ے کڪ ل ع'= ڪڪ 
٩ 60‏ - سح و ع < و جه ع ۔ سرم ديع جه بع 0 سوم د 
جه سم ع د رع 
۹ ۹ - اعتاداً علی نتمحة التمرن السابق نکتب : 
سم" 0 ع 6 جه ( سح 60 )۲ ع) 
جه ( سم" )" لا = ع ج سم لا ,ع 2 ,ع 


۷ - (سم-ع) 0 ع < سح ع] 8۶۰۰۱ 


سم م ( ,۶ ۶,0 ) ع< سم م ع بت 
۱۶۸ - سم-ع"- سح م (,ع۲) "<< سم و ع 


۱ - سم" -,ع"- سم" م (,ع۲) < سم 8۶.0 < .8 سم 
= ,۶ - سم . ۱ 


('P n )ت‎ u ('ںnp})‎  )۲ - بت( -ب) 0 رت‎ ۴ 7١ ۱0۰ 


۱۵۱ 2 ۱ - ( یہ ںیع) ۸ ( ںص) سے (مرم م صم ) ن رع 
رک (سہ۸ع) ں (میہ۸ع )مم منم 
۳ )عم سہ')ں سہ ی نا سم 
ہم مہم (ح ں‌صہ)ے (سہں ) و (يع نا صم) 


٥|۲‏ - (ھیہم ک) ۸ہ (و ں سہ')-سرہ مم سے'۔-و 


۴ - صحيحة لأنها ثنوية المتطابقة السابقة . 


٦٦ 


الک لاراغ 
ایگاء الذيكارفٍ 


۸ ۔ الأزواج المرتبة 22155 ۳06760 : من المعروف أنه إذا کان 
ونقول إن الزوج (س ٤ع‏ )یثل النقطة ب ی الستوي حیث نسمي س 
الاحداثي الأول و ع الاحداثي الثاني . كا أن اضافة الإسمين ممد ومصطفی 
إلى بعضها يعطي اسم شخص معين اسمه مد واسم أبيه مصطفى ۲ 
ويمكن أن نمثل اسم هذا ااشخص الزوج ( عمد » مصطفى ) . 

نلاحظ مما تقدم ان الزوج (س ‏ ع) هفبوم مختلمف عن مفبو. ل 
من س وع وأن هذا المفبوم مختلف بحسب الترتيم الذي نعطيه لى . 
فالنقطة (س »ع ) تختلف بصورة عامة عن النقطة (ع » س)2 کا أن 


تعريف : إن الزوج المرتب ( س >2 ع ) هو كائن رباضي مؤلف من 
المنصرين س > ع مأخوذين بالترتسب س ثم ع . نسمي س العنصر لاول 


أو المركبة الأولى و السقط الأول لازوج المرتب کا نسمي ع العنصر 
الثاني أو المركبة الثانية أو المسقط الثاني لهذا الزوج ۰ 





یتو ۳ 
إذا كان عد ب فان (( »بت ) عو رت ۵ 
5٤< ( ۵ (‏ ) جه ( "?= <) رت ع و) 


ف ) حت 
( ۶ب ) و (ج و ) جه ( < ) با رن و 


امشلهة : 
-- (۱ ۰ ۲ ) کے ( ۲۳ ۲ ) 
۷۷ ؛) غ2 ( ٩-۰۲۱‏ ) 
=F‏ ( /۱۶۲۱) = ( س٤ع‏ ) جه س < ۲ » ع < ۱ 

4 - ال حداء lلديكار‏ ي Produit cartésient < Cartisian Product:‏ . 
سي ماما أل و Az,‏ . ادا 
سم » واارک: ان ف المجموعة الثائنة: 6 ع » لول على جموعة 

جديدة نسميها الجداء الديكارقي للمجموعة مرم في المجموعة .ع » و 


لي 


تعريف : الجداء الديكارق مجموعة ما هرم في جموعة ثانمة ري 
هو جموعة جميع الأزواج المرتبة التي تقع المر كبة الأول لکل منہا فيالمجموعة 
الأول سم و الر کة الثانية في جھ الثانية 7 

نکتب هي مھا راس نمی سے ويكون: 

سہ ع <((س ۲ع) : (س د سم ) ۸ (ع دیع ) ! 


مثال )١(‏ إن اد اء الدیکارتی لم حموعة سم< |۰۰ ۱ ۱۳ فی ا حموعة 
بع < ۱( » <) > هو ال حموعة : 


۱۳ 


۱ ۳ ۰۳( ۰) ۲ ۱( ۰ 


) مد‎ 6 ۳ ۱  ) 2< 4 ۱ (  ) < ۰ 


١| - سمءاع‎ 


أما الجداء الديكارق للمجفوعة .ع في الجموعة سرم فهو الجموعة : 
ع« سم - ((م2.) 2 ((2ذ) (ڑاءییے 
( <»۰)» (<۱) ۰ (<۳۰)] 
وبلاحظ آن سم ۰« .۶ سے ع × سم 


مثال (؟) : إن الجدا. الديکارني لمجموعة سیم - [سال » قاسم » زید ) 
في المجموعة .ع سے [ دمشى » القاهرة ) هو احموعة : 
سم« = (( ما » دمشق ) » ( سال » القاهرة ) » ( قاسم » 
دمشی ) » ( فاسم » القاهرة ) » ( زید » دمشق ) > 
( زید » القاهرة ) ) ۰ 
أما الجداء الديكارتي .ع × سم فپو احموعة : 
ع × میم = ١|‏ دمشق ؛ سال ) (٤‏ دمشق ؛ قاسم ) (٢‏ دمشق ؛ 
زید ) » ( القاهرة » مالم ) » (القاھرة ٤‏ قاسم ) ©» 
( القاهرع » زید ) ) ۰ 
ویلاحظ آیضا ان سرم »رع عو رع »ا سم 


ه٥‏ ملاحظة : 
إن جدول الانتاء للجداء الديكارق هو : 





5ك 


إن )١(‏ الموجود في العمود الأول يعني أن المركبة الأولى س, من الزوج 
المرتب ( س »ع ) ينتمي إلى الجموعة هرم . اما )١(‏ فإنه بعني أرن 
المركبة الأولى من هذا الزوج لاتقع في سرم . وكذلك الأمر من أجل 
العمود الثاني . أما الاشارة )١(‏ التي تقع في العمود الثالث فانيا تعني ان 
المر كبة الأولى من اازوج ( س >ع ) تنتمي إلى المجموعة الأول سم من 
الجداء مرم »ا رع ببنا تقع المركبة الثانة لهذا الزوج في المجمهدعة الثانة 
.ع من الجداء الديكارق المذكور . 


1 س مكيل الجداء الديكارني : 


-١‏ التمثيل الجدولي : یکن تمثيل الجداء الديكارقي للمجموعة 
سم ([١21»خ4ه!‏ في الجموعة ع ع )٦٦٦٦٢(‏ بآن نضم عناصر 
الجموعة مرم في عمود جدول وعناصر الجموعة .ع في سطر ونشككل 
الحدول : ۱ 

5 ٤ ۲ 
(4) (40) (IN) 

(<F) (¢F) (FF) 

) ۲۵ ( )46۵( . ) ۲۵ ( 









بصورة عامة : إذا آردنا تشکیل جسدول يضم ابسداء الديكارتي 
للمحموعتين سرم في .ع نتخذ حدولا ذا مدخلين نكتب في مد له الشاقولي 
(الرأمي) عناصر الجموعة الأولى میم ونکتب ف مدخلہ الأفقي عناصر 
ا حموعة الثانة بع ئم نکتب عند التقاء کل سطر من أسطر هذا الجدول مع 
عمود من آعدته الزوج الرتب الذي نضم مر کبتبه علی الترتيب على السطر 
رالممود االذين بتقاطعان ف موضع هذا الزوج . 


۱۹۵ 


مثال : کن قشل الجداء الديكارتي لفحموعة سم - ۲۱ ۵۰ »۷ ) 
في المجموعة .ع -81»ب »> ح »> ئک ) بالجدول : 


(s+) (=) 





) ۲ب‎ ( (P‘r) 
(ه4و)‎ (>=) (wo) P<“) 


(s۷) (=¥) (mv) (P“v) 


٣‏ - التمشيل السهمي : ويكن تثبل الجداء الديكارتي لمجموعة 
سیم ۵6۳۰۱۱ في الجموعة عع (ہ١٢١١٢١٢٥٠)‏ باتك نر سم 
مخطط فين - أولر والممثلتين لمجموعتین سم و ع » ومن ثم نرمم آسپسا 
موجہة تنطلق من عناصر ال جموعة مسرم وتنتبي في عناصر ,ع » فنحصل. 
على اتحطط التالي الذي نسميه المخطط السهمى للجداء الديكارق 
سم »ا رع 





الشکل (464) 


آما اقطط السپمي للحداء الدیکارتي ع × موم فعطی پاخطلط 
التالى 1 


1٦ 





)٩۵( الشکل‎ 


۲ - التمثیل البيايي : ویکن کذلك أن نشل ابداء الدیکارتقي 
للمحموعة سم - ۵۰۳۱ ٩»‏ في الحموعة E‏ ۲۰۲-۱ » و) . 


عحموعة قاط ف المستوي 
س م ع . تقم فواصل هذه 
النقغاط ف المجموعة سم 
وتراتسها في المحموعة ,ع : 
نحصل على الشکل (۹۹) الذي 
نسميه التمثيل البيافى للجداء 
الدیکار تی سرم بارع 





)٩۱( الشکل‎ 


۳ - خواص الجداء الديكارني ۱ 






احداء الدیکاری محموعة ما سہ في موعة خالية 2 هو جموعة 
خالمة أي : 










سہ × # = ت 4 2 × ںہ = پک 


۱۷ 


دلك لانه لو كان سم × و عبد © فبنالك على الأقل زوج مرتبه 
واحد » (س »ع ) مللا ٤‏ حبث س د سم و ع 3 م » ولکن هذا 
بناقض الفرض لآن 2 جموعة خالية لا تحوي أي عنصر . 

ونبرهن بصورة مشامة آن : بويا سرمع 2 . 





إذا كانت الجموعتان سم و .ع غير متساويتين وكانتا غير 
خالتن فان : 
سرم يا رع عج ع »ا سوم ( الجداء الديكارتي غير تبديل ). 


وبالعکس إذا کان (مرم غو ه) م (.ع عت ه) فإنه يكون: 
ظ رسیہ×ع ح ع ×سںہ) ہے ( هرم ح لم ) 


البرهان : 
واحد > , مثا » بنتمي لاحداهما » ولنفرض دش » ولا ينتمي إلى 
الثانة » نستنج من هذا أن جميع الأزواج المرتمة 3 ع ) ۷ ع دش > 
تنتمي إلى الجموعة سوم »ا رع ولا تنتمي إلى المجموعة .ع »ا سیم وبالتالیه 
فان سوہ × ع ج ۶ ۷ سم . 

العکس : إن سہ× .ع = ,ع × سہ يعني : 

۷ ( ۰ ت )دہ × ع ج ( | ٤ت‏ )دع × سہ 
ان الطرف الأول من العلاقة السابقة يؤدي إلى أن : 
( ۴ میم ) م ( بت دع ) 





بين يؤدي الطرف الثاني إلى أن : ( | د .ع ) ۸ ( س و سرم ) أي أن : 


( ۷ دسہ ے و ع ) جه س, د ہے 


( ۷ ت 3 ے وش ہے و | جہ سے = ہے 


۱4 


أُما اذا کان سہ = ے فان سہ × غ = ع × سہ = و 
وكذلك اذا كان رع = a‏ فان سم × ع = ع « سم < مم 
مثال (۱) : لتکن احموعتان مرمع |۱۰ ۲) و ,ع <(۵»۳) . 
الجداء الدیکارقی : سم ۰« ۶ 

۳۰۱ ۳۱(6)۰۰۱6) 4 (6)9۱ (۳۲) 6 (0/۲)) 
والحداء الديكارتي 8 ×ر وم 

-((۰۳) ۲۳۱6۱۱۳۱ 6 (6۱۰۵ (6)۱۵ (۲۰۵)) 
ونلاحظ آن  :‏ سم ع سے ,ع × سہ 

مثال (۳): لتکن احموعتان سم < ۰۱-۱ ۳) و ,۶ <(۳»-۱) 
الجداء الديكارق سہ × .ع 
<-[(-64)۳۱ (-۱-۷۱) 6 (۳۳) 6 (۴»-۱)) 
والجداء السكارتي : ,ع × سہ 
CG (r‘r) 6 (\—‘r) f=‏ (سرك4-() »6 {(r<ı=)‏ 
ونلاحظ آن : سح «.ع < رح »ا سہ وهذا بالفعل اتج من کون 

أن سرم ديع . 









سح ۰« ( ی ن صرم ) ح ( هوم بارع ) ل (سہ×صہ) 
حيث مرم ورع وصرم ثلاث جموعات كلفية . 
العرهان : 


. يحب أن نثبت أآتك كل عنصر ينتمي إلى سیہ « (,ع ن صم ) 
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ينتمى إلى ( هرم بر رع ) ن ( سرم با صرم ) وبالعكس . 


((مت) 3 مم دارع ن صم ) 
حه [ ( ۸د سہ) ۸ ( تدع مح صہ) ] (حسب التعريف) 
> [ ( د سہ) ۸ (( 5ے ) ۷( تد صہ))] 
جےے> [ ( دہ ۸ ن دع ) ۷ ( ۲د سہ رات دص ] 
جه [ (۵ »بت ) د سم« ع ۷ن )دس ×صہ] 


٤ (‏ ت ) د ( سہ × ع نا ( سہ × صہ) 


عكن برهان هذه الخاصة بطریقة حدول ا حقیقة بالشکل التالي : 





سہ اع صہ | .ع ں صہ | سہ ×( ں‌صہ) اس × ع اسہ× صہ (سہ×2/ > رسوی رصم 


سم سب ہہ ای ٹلا ا نرتسو وت وت تون سسسےوسستک‌سووے۔ 


۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 





یں حر ص يي 4 4 ۵ © 


الواحد عثل انتاء العنصر إلى الحموعة الدسيطة أو جموعة ال داء , 
أما الصفر فانه يمثل نفي هذا الانتاء مم ملاحظة أن الانماء للجداء لا 
یکون عققا إلا إذا تحقق انتاء المركبة الأولى للمجموعة الأولى والمركبة 


الثاننة للمجموعة الثانية . 


شل که ارات 
سم- (۱) 6 E‏ = |1۵۳۱ 6 طم < ۱۰۱-۱ 
ان الخداء الديكارتي سہ ×ع < ((۱۶۱) 6 (۳۱) 6 (۵4۱)) 
والجداء الديكارقي مرم »ا صرم ح ( (۱-۱) 6 (۱6۱)) 
وبالتالي یکون : ( سحم +« رع ) ن ( سرم يا صرم ) - )1١21١((‏ 6م 
(۳۱) 6 (۵/۱) 6 (۱-۱)) . 
ونری من حپة ثانمة آن : 
جع ں صیہسے 9۳۲۱ ۱-6 وبالتائی الحداء الديكارتي : 
سرم«« رمن صرم ) < ( (۱۶۱) 6 (۳۶۱) 6 (۵4۱) 6 ( 1۱-۱ 


دن : سیم « ( .۶ نا ضرم ) - ( سروم بارع ) ن ( سم +« عم ). 





| الجداء الديكارتي توزيعي بالنسبة للتقاطم أي : 
سم ( ,۶ م صرم ) < ( سم 6۷۰ ) ۸ ( سم« صرلم ) 


حيث سم و .ع و صم ثلاث تموعات کفة . 





س --حممےیں 


البرهان : 


نبرهن أن كل عنصر ينتمي إلى سرم ءا راح م صم ) ينتمي إ1 
( سرم بارع ) م ( سرم با صرم ) وبالعكس 


( ۵ب ) سم« (ع و صم) 
جه [ سح ر رب دیع مرب دصم) ] 
ہے [ ( ۲ سم مت دوع ) زر زا وسم رت دصم) ] 


۱۷۳۱ 


ہے [ 4 ت ) دا سم برع ۸ ((»ب) سم« صم ] 


حه ( »بت ) د ( سم ع ) و (ر سم اصم) . 


ویکن آیضا إثبات هذه الخاهة بطريقة جدول الحقبقة بالشكل التالى: 


سہ |ع| صہ| ع ء صہ | سہ×(ع و صہ) اسب ۶ اسم ×صہ ارسہع) | زمرے ×صہ) 





مشثال : لنأاخذ ا حموعات : 
مسرم - )]١[‏ و ,۵۳۱-6 و صم<(-۱۰۱) 
ان ابداء الديكارتي : سیم « ع ((۱6۱) 6 (۳۶۱) 6 (0۱)) 
والجداء الديكارتي : مرہ × صم- |(۱»-۱) 6 (۱۱)) 
ذاً: رسم:ع) م رسم«صم) <((۱۱)) 
ومن جبة ثانية نلاعظ آن ع م صم - (۱) وبالتال نجد آن : 
سہ×(ع ۸ صم ) < ((۱۱) 1 . 


دا : سم« (ع م صم ) ر( سم دايع ) م ( سم اصم ). 


على الترتيب فان عدد عناصر مموعة الداء الدیکارتی سیم برع 


هو 2 × دم 





۱۷۴ 


وذلك لان کل عاصر ينتمي إلى المجموعة سم يشترك كمركبة أولى 
في ڌٻ زوجا مرتبا في كل منبها المر كبة الثانية عنصر ينتمي. الى ا حموعة 
ع. ويمكن توضمح ذلك بالتمثيل الجدولي . 


af 





سا( س ٤ع(‏ (سکع) ۰۰۰۰ (س ٤‏ عن ) 


سېا( سب » عم ) (سب “عى) E‏ ( حم “عن ) 


سن |( ان ۱6۴ ) ان ٤‏ عن( 


مثال : لتكن الجموعتان سم- ۱ ۳۲ ) وا ے۔ٴ٥:؛٢؛٤٠)‏ 


ان ججموعة الجداء الديكارتي ممرم »ا رع - ((؟©6١)‏ 6 ( 1۲ ) 6 
)®( & (۱۳) 6 (1۰۳) 6 ( ۵/۳ ) ) تتألف من ۲ ۳ - ٩‏ 
عناصر . 

. الجداء الديعارني مجموعه بي نفسها‎ - ٣ 


المرتبة التي تكون فیہا الر کہتان الأولى والثانبة عنصرين في مرم ونكتب 
ذلك بالشكل سم « سم آو مرم"' ویکون » 


سم بر مویہ ے ((س۱٤؛ع):‏ س٤عدسہ])‏ 
مثال : ان الجداء الديكارتي للمجموعة سم ۵4۱۱ ) في نفسها هو : 
مرم ع حرم - إ( ١4١‏ ) © )60%1( 6 (۱۵) 6 )“1(6 


۱۷۳ 


٤م"‏ - ال حداء الديكارني لثلدث جوعات : 
لتكن الحموعات الثلاث سم » ع » صم » الختلفة او المتساوية 
ولنشكل كائنا رياضياً نسمبه ثلاثبة مرتبة ونرمز لہا بالشکل ( س ؛ ع“ص) 
حمث المنصر الأول س من هذه الثلائية هو عنصر كيفي من المجموعة 
الأول سہ »> وللمنصر الثانى ع من هذه الثلاثية هو عنصر كيفي من 
المجموعة الثانئة .ع © والعنصر الثالث ص من هذه الثلاثية هو عنصر 
نسمي بالجداء الديكارق لامحموعات الثلاث سرم » رع » صرم الواردة 
هذا الترتيب ٤‏ موعة جمیم الثلاثیات الرتبة (س ع » ص ) حیث 
س د سم ع د ,8 » ص د صم ۰ 
ویکتب هذا امداء بالشکل سم × ,ع × صہ ر( ویقراً سہ ضرب 
ےک ضرب عرم ) . 
مثال )١(‏ : عکن یز کل شخص ني قرية ما باسعه واسم ابه واسم حجده 
حسث عمد ينتمى الى جموعة أدناء القرية وينتمي سعيد الى ججموعة 
الآباء في هذه القرية بنا ينتمي خالد الى جموعة الجدود في القرية . 
مثال (۲) : بعطی تاریخ کل لوم بثلائیة من الشکل ۲۰٥۷٣۲‏ والي بکن 
کتاتہا الشکل ( ۵۰۱۲ » ۱۲۷۰ ) . 
الاعداد الطسصة من ۱ ای ۱۲ . 


ما المدد ۱۲۷۰ قیو عنصر من مموعة الاعداد الصححة 


۱۷ 


(س ع٩‏ ص) سے (ب» ٤و‏ ) جے ((س سے ب) ۸ (ع <<) ۸ (ص< و )) 


یکتب الحداء سم « سے )× نموم بالشکل سم۲ ۰ 


ا ختلفة آو التساوية فانفت» عکننا آن نشکل كائنا رباضا من الشکل 


6 


( ص ٤‏ سې ؟ ۰۰۰ ٣وج‏ ) . 


5 6 بر 6 سم 
ہے ۱ دس سې ۱۶۶3 هوه * او 3 5 


إن جموعة جيم هذه الكائنات الرياضية التى يمككن تشكيلها كا سبق 


سح نہ لحي × ا ووو × م 


)۱۲( ۱۷2 


انا 


الازواج المرتبة : 
65 - اكتب الأزواج المرتبة الي يكون المسقط الأول في کل 
منپا - ۲ ويكون المسقط الثاني أحد الأعداد . » - ٦١‏ /رأه. 
الحمل : 
ان هذم الأزواج المرتبة هي ( -45. ) 6 ( -م4-١‏ ) 6 (-49/أ ه ). 
0 - اكتب الأزواج المرتبة التي يكون المسقط الثاني في كل منبا م 
وكوك السقط الاأول آحد العتاصی كم > 
اخل : 
ان هذه الأزواج المرتبة هي (2<») 6 (۳۵) 4 (ه») . 
١05‏ - أوجد قيمة س ]ذا علمت آذ الزوجین الرتبین (۳س » ۲۱) 
و (۲س +۲۱/»۱) متساویان . 
ال : 
ی بتساوی الزوجان الرتبان يحب آن تتساوی الر کنتان (السقطان) 
التقابلتان . اذن حب أن کون : 
۳ س << ۲ س + ۷ ےي س = ۱ 


۱۷۹ 


۷ - أوجد قيمة كل مر س و ع إذا علمت أن الزوجين المرتبين 
(س»*«) و(خ2# وس -ع ) متساویان . 


ال : 
ينتسم عن تساوي الزوجين المفروضين أن : 
سے حت س ٣=‏ و ع ۽ 


0۸ - لتکن ا حم عتان : 
سے [ سال > قاسم » فريد] .و ,ع ع ( سعید ٤‏ يونس ) 
أو حند اد اء الدیکار نی سم « ع . والداء الدیکار تی مم ۵ مم 
مشنل كلا منها سبمياً 
الحل : الجداء الدیکارتی 
سرم »ا رع > [ ( سالم» سعيد ) 6 ( سالم» يونس ) 6 ( قاسم» سعید ) 6 
( قاسم» يونس ) 6 (فريد» سعيد ) 6 (فريد > يونس )) 
والجداء الدیکارتی: EK E‏ 
| ( سعيد » سعيد )6( سعيد » يونس )6(يونس “يونس )6(يونس > سعيد)) 
ان التمثمل السپمي للحداء سم×ع ھو: 





الشکل (۹۷) 


۷۷ 


والتمشل السپمي للخداء 
عم عا حم هو : 





ع اشکل )٩۸(‏ 


9۹ - بنظم مکتب ساحي رحلات تقوم من احدی الدن دمشق » 
بروت » بفداد وتضل ای احدی الدن النالنة : القاهرة > 
طرایلس » اطزاثر . مشسل هذه الرحلات دشکل حداء 
ديکارتي . ما هو عدد هذه الرحلات ؟ مثتل ذلك حدولاً . 


ال : 
لنأخذ المجموعة سم = ادمشق » بروت » بفداد ) . واحموعة 
ع - | القاهرة » طرابلس » الزاثر ) . عکن آن نغثل کل رحلة بزوج 
مرتب مر كبته الأولى المديثة التى تبدأ بها الرحلة والمركمة الثانية المدينة 
الی تصل المپا الرحله . وتکون جموعة الرحلات هذه هي جموعة الجداه . 
الديكارتي سم ۰« 6 رهي : 
میم «ع - ( ( دمشق» القاهرة ) 6 ( دمشق» طرابلس ) 6 ( دمشق» ‏ 
الجزائر) 6 (ببروت» القاهرة ) 6 ( بیروت» طرابلس) 6 
( ببروت »> الجزائر ) 6 ( بغداد » القاهرة ) 6 ( بغداد » 
طرابلس ) 6 ( بفداد » امزاثر )4 
إن عدد هذه الرحلات هو تسم وهو يساوي عدد عناصر سم " وهي 
ثلائة ‏ مضصر وبة بعدد عناصر .عم و هي ثلائة . 


۱۷۸ 


والتمشل الجدولي هذه الرحللات هو : 
القاهره طرابلس الجزائر 
دمشق (دمشق »القاهرة) (ده‌شقی»طرابلس) (دمشق» اطزاثر) 
بروت ‏ (بررت»القاهرة؛ (بیروت»طرابلس) (بیروت »ازاثر) 
بغد اد (بغدادالقاھر٥)‏ (بفغداد٤طرابلس)‏ (دغداد ٤‏ الجزائر) 
۰ - لتکن سم و ع و صم ثلاث مموعات اخشارية . برهن 
سر م عا ( ۶ -ص, ) < ( سم ۰-۶۰( سم« ص, ) 
( الجداء الديکارتي توزيمي بالنسمة للفرق ) . 
ا خل : 
بالاستناد إلى تعريف الجداء الددکاد, والفرق نکتب 


سہ × (رجع-صہ) 


( "بت : ( ۵ب اد[ (سہ×ع)- ( سہ × طم ۲( 


۱ 
0 دو (RR SERINC TRESS)‏ 
( سوم »ايع ) - (مرم »ا صم ) . 


وعکن البرهان على صحة العلاقة السابقة بطريقة جدول حقيقة 


بالشکل التالى : 


۱۷۹ 


سسسس | تم ور ی 


۱ ۱ ۰ ۰ ٩ ٩۱ ١ 

۱ ۰ ۱ ۱ ' ذ١‎ ۰ | ۱ 
۱ ٠ ۰ ٠ ۱ ۰ ۱ 

٩ ۷۱ ۰‏ ۰ ۰ ۰ ۰ ی 
۰ ]ا ا ۰۰ ۱ 

۰ ۱ e 

۱ 





حيث ١‏ يمثل انتاء العنصر لمجموعة بیغا ۰ عثل عدم انجاثه . 


١‏ - لنکن سم و ع و صم ثلاث جموعات کفۂة . رهن 
صحة الملاقة التالمة : 
سم » ( ع ل صہ ) = ( سم 8۰ ) ۸۵ ( سیم « صیم) 
( احداء الديكارتي توزيعي بالنسبة للفری التناظري ) 

ال : 

بالاستناد ای تعریف الفرق التناظري نکتب : 
زع ۸۵ صم ) 
“ب): موسرم و(ن دع فقط او ب د صہ فقط ) ) 


م 
لت ) :(42س) 3 سرم بارع فقط 
a‏ 


۰ 


1 


ار۵ »بت ) : 9 (سہ×ع)ھ (سیہ ×صہ)) 


۱ 


( سم × .6 ) ( سم ۶ صرم ) . 
هذا وعکن الرمان على صحة العلاقة السابقة مول الحقيقة على 
الشکل لاضن 


۱۸ ۰ 


سم×صہ |(سصہ×ع) ۸ یم 





الرمز ١‏ يدل على 'نتاء المنصر إلى المجموعة ببنا الرمز ٠.‏ يدل على 
عدم الانجاء . 


۲ - لتكن سم و ع و علم ر ده أربع بھوعات كبفية . برهن 
صحة العلاقة : 


(سہ×ع)م (صہ×ب)ے(سہوصہ)۲ء×(عم+) 
ال : 
حسب تعریف الجداء الديكارتي والتقاطع يمككن أن نكتب : 
( سح .ع )۸ ( صہ × و) 
ت ۱( ۸ب ) : ( ۴ س ) د یہ × ۸ ( ٤ت‏ )د صہ بان ) 
( ۱ب ) : ( ۲ د میمرت دع) و ( دص ۸ ب دو)) 


( ]بت e‏ ۸ب دوه ) ) 


ج 

ع 

س ۱( ۵ب : لوسرم م صہ م ماوع موا 
7 سر ییا ید 
= (سہم,صطہ)ء×(عمہ٭) 


هذا وعکن برهان الملاقة السابقة بطريقة جدول الققة . 


۱۸۹ 


۳ - لنکن الجموعات : 


سحم< |۳۰۲۱ و ,۶ - (۵۳/۲) و صمح ۷۵/۳۰۱ 


أوجد الجموعات التالیة : 


-٦‏ سم سم -٦‏ سہ ×(رع--صہ) 
ما 
4 - ( سم <ع) و ر(ع×سہ) 
م ( سم ¬ ) × ( سہ - ص,م ) 
۹- رع م سہ) ورس 
ال : 


استناداً إلى تعريف الجداء ا نحد : 
-٦‏ سم سم - ( ( ۱ ۱ 6 (۲۶۱) 4 )۳۱( 6 / ۲ هم 
( ۲۶۲ 6 (۳۹۲) 6 (۱6۳) 6 
( ۳۰۳) ! .۰ 
۲ - وبالاستناد ال تعریف الفرق نجد آن : 
ع -صم < ۲۱) وبالتالي فان : 
Û.) xX r‏ -صح )2 ((۲۶۱) 6 (۲۲) 6 (۲,۳) )۰ 
۳ - بالاستناد ی تعریف الفرق التناظری حد أن : 
سہ ۸ صہ ۔- ۲۱ ۰۵۲ ۷) وبالتالي فان 
(سحطاصح) < ( (۲۸۳) 6 (90۳۲) 6 (۷۱۲) 6 (rer)‏ & ہ)) 
(۷۲۳) 6 (۲۰۵) 6 (0/0) 6 (۷/۵) ) . 
4 - هذا وان الجداء الديكارق : 
x r‏ ع 2( (۲۰۱) 6 )°1( & )0<1( 6 ) 
(ocr) 6 )۳۰۳( 6 )۲۹۳( 6 )۷۲(‏ { 


۱۸۳ 





وان .ع × سسہ = (۱/۲) 6 (۲۲) ۸ (۳۰۲) 6 6 6 )+( ۸ 
(“o) 6 )۲۰۵( ¢ (\“o) 6 (F‘r)‏ { 
وبالتالل فان : 


{ (rr) ¢ (rer) 6 (rr) & (r“r) } = ( ra x E, ) n (Xr) 


)۲۱ - ان الفرق سم - .ع - (۱) والفرق مرم  صم‎ ٥ 
: وبالتالی فان‎ 


( سم ع ) ۷( سم - صم ) | (۲۱)) 
-٦‏ ان الفرق التناظري بع ۵ سم < (۵۰۱) والفرق التناظري 
بغ ۸۵ صم< ۲۱ ۰۱۰ ۷) وبالتالی فان : 
( ۵ كش سيم )» زع صم )- ((> 6 )1%( 6 )¥( 6 . 
(ه»؟) 6 (\“o)‏ 6 (ه) 1. 


46 - لتكن المجموعات: رہ = (۱۲۰۱ 6 ع -إ[دي هه 1 6 
صرم ع ۱۰ )۰ گت جموعةه الحداء الديكارتي سر م »ا ع×صیہ 
ال : 
استناداً ی التمریف تحد أن : 

: جموعة الجداء الديكارتي سم « ,۶ « صم هي‎ )١ 
6 ۱۰ هه‎ ۱6۱۱ 65»>١( 6 ((1>دى>».)6 (ر>س2.)‎ 
))۱۰ هه‎ ۲۲( 6 )١>د>عر‎ 6 (‘<u‘r) 6 ).؛یف٤٢(‎ 
: ويمكن کتابة تموعة الداء سرم >× ع × صم هذه باخطط التالي‎ 


۱۸۳ 


4۰ 4 ۶ + ۱ ( 


حرف ا (۱ ۰.۶ ۱ 
(۱ 4 هم ه ۰) 


0 4 حم )١‏ 
(؟ 4 5 4 .) 


)٩ ۶ oF) >‏ 
(؟ C‏ حم + ۰) 
( ؟ ) مم © ۱) 
4 (۹۹) 


( نسمي ھذا اخطط مخطط الشحرة للحد اء سم ۲« ۶ « ص, ) 


۲ ان موعة الفرق سہ صم < 4۲ وبالتالی فار._ موعة 
الجداء الديكارتي سم « صم ‏ ( سم - صم ) تعطی عخطط 


الشحرة التالى : 
»+ کاٹس ؟ ۱ f‏ 
اح 6١‏ 6 ؟ 
۱ سے ٩‏ (۱۰۱؟) 
و سيد 6 (۱ 6 ۰ ۱ 
220 م ؟) 
۱ سل؟ (6۲ ۲۱) 


۱۸: 


تار ںا 


۵ - اكتب الأزواج المرتبة التي يكون المسقط الاول في کل منها 
كرة والسقط الثاني آحد العناصر : طائرة » سلة > قدم . 

۷٦‏ - اكتب الأزواج الرتبة الق بکون السقط الثاني في كل متها 
۷ و السقط الاول أحد المناصر : س “ب © ۱۵ 2 

۷ - أوجد قيمة كل من م وب إذا عامت أرن الزوجين المرتبين 
( ۲+۱۵ »بت -۱) و (۲ بت ۱ ۲ ۲) متساویان . 

۸ - اوجد قبعة کل من س وع |ذا عمت آن الزوجن الرتبین 
( س + ع ٩-6‏ ) و ( ۷ س -ع ) متساویان . 

۹ - لتڪن ال جموعتان سرہ = ا > ت او عع ات < و 
آوحد كلا من امحموعات التالمة : 
) سم « ( سم ۸ ع ) ومثتل ذلك سا 


٦ 
. ) (سم-ع ) ۷«( سم و ع‎ ۲ 
. سیم نع ) ا.ع ومشتل ذلك جدولما‎ ( ) 
: لنکن احموعات‎ - ۰ 
.| مسرم ح (۳) 4 » ۵) و ,۶ ۳۲۰۱۳ 4) و صم ع (۱) ۲) ۲۳ :6و‎ 
: او احموعات التالبة‎ 


)٦‏ سہ × سہ )٢‏ سہ×ع 


1A0 


(Ex E.) o (r x r) (r 
نا (.ع سہ)‎ ) E. × یہ‎ ( ) 
) سہ۔(صہ-ٴع‎ ) 

) (.۶ -صم) + ( سم ۸ صم ) 
( 


تیر 


٤ 
۵ 
٦ 
سس - ص,م ) نا صرم‎ ( ۷ 

۸ 


تی 


سم ۸ 6 ) ۰ص - سم ) 
۱ - لخن سم و ع و صم وی أربع جموعات كيفية . برهن 
صحة العلاقتين التالمتين : 
ز سم <.ع ) نا ( ہہ × ۷ ) ج ( سم ن صم ) * (60 0 "۶ ) 
( رہ د ص,م و ع چ له ) > سم« عم د صم ۲ وه 
۴ - لتكن سم و ع و صہ ثلاث مرعات كىضة . برهن صحة 
الملاقات التالمة : 


(سرمن بع )<ا صرم ع (سرلم ءا صرم ) 0 ( .0 × عم ) 
(ریہ۔م ع) ×صہے (رسر ميا صرم ) م (خغ ذا صرم) 
ز سم - .6 ) «<ا صرم ح ( هرم ير صرم  )‏ (لث با صرم ) 
( سرم ل يع ) < صرم - ( مسرم بر صرم ) A۸‏ (رع×صہ) 


۳ - لتکن ال جموعات : 
سم ۲۱ ۳۰) 4 EE‏ ۹۱ 6 صم < | ۳ » ) ) . 
اکتب كل من احموعات التالمة : 
۷۱ س × ع × صرم 
) سم ۲ ( سم-ع) ۷( سم ۸ صم ) 


۳( مسرم" × ع ٤‏ ) سم صم۲ 


۱۸۹ 





اوس وارشارات 
۵ - ( کرة » طاثرة ) 6 ( کرة » سل ) 6 ( كرة » قدم ) 
٦‏ - ( س٤‏ ۴۷) 6 )<( ¢6 )0“ ۳۱۷( 
۷ - ۳2۲ 6 تب ۲-2 . 
۸ - س < 6۳ ع < 4 . 


Pes) CSP) e E - ۹ 
ت{‎ 6 


) 
( ت 
7 
7 
(ب ) 
اسیو رین یا 6( 4٤‏ )1. 


۰ - استفد مما يلى في حساب الجداءات الديكارتية المطلوبة : 


سم۸ع -< ۵۰۲۱ وسرم لم صم ح (١اء ١‏ / 
و سمورم صم = ن و صم سم 2 ۲۰۱ 
و طرم يرع -دزه) ورتم - صرم < و . 


۳ - استفد ما بلي في حساب الجداءات الديكارتية المطلوية : 
فصو ی سم ۸ صرم ح ( ١‏ > ؛). 


AY 


العصل ال اسنی 
الیزا واسسش 
هه - العلاقة الاحادية ( الفردية ) : 


اذا نظرنا فی موعة الاعداد الطسنعنة » ط » وشکلنا فمپا مموعة 
حزئمة ك0 مؤلفة مثلا من الاعداد الزوحبة فاننا نقول إننا عرفنا 
علاقة أو خاصة على المجموعة ط . هذه العلاقة تقسم المجمورعة ط إلى 
مموعتان حزئنت« نفصلتان . تحقق عناصر المجموعة الجزئية الاولى العلاقة 
المذ کورة بننا لا تحقی عناصر الحموحة الزثئة الثانمة هذه الملاقة . 


اذا آخذنا حوعة سکارے مدينة ما واستخرحنا منها جموعة جزئية 
مؤلفة من الأشخاص الأسين » فإننا نكون قد عرفنا علاقة أو خاصة في 
عموعة سکان هذه الدينة . کذلك نكون أمام وضم مشابه إذا اعتبرط 
جموعة حزلمة حوي الاشخاص المتزو حين أو الأشخاص الدن تز دد آعارم 
عن أربعين سنة 7 غير ذلك . 

إن هذه العلاقات ٤‏ المميزات » تيز بعض عناصر الجموعة المفروضة عن 
بقمة العناصر . نمي مثل هذه العلافة علاقة أحادية معرفة في اجموه7 


الفر وه ۰ 


مشا ۰۱ - لتکن ا حموعه سم إ١‏ 6 ۲ 6 ۲ 6 ار 6 ۱۸ نا تہ 
لنشکل ال حموعة اخزنة سم. الولفة من مضاعفات العدد ۳ » أى 


AA 








المجموعة الجزئية سے سے ۹/۱۳ ۱۲ ۱۵ ۱۸ . انتا بذلك 
نکون قد عرفنا علاوه أحادية ف احموعة سر م معرفة بالخاصة : 
س من مضاعفات © > حيث س د سم . تقسم هذه العلاقة الحموعة 
مسرم الى جموعتين جزئیتن منفصلتن » الأری سم وتحقق عناصرها 
اأعلاقة الفروضة » والثانبة سم" » متممة انحموعة سم و سم »> 


و سم عناصرھا لا تحقق العلافة المفروضة ۰ 


مشثال ٢‏ - لتکن ال جموعتان سم ۳۱۱ ) و ع ۳۰۲۱>). 
لنشکل الجداء الديكارتي سہ×ع سے ((١24و)‏ 6 (۳۰۱) 6 
)%1( 6 ( یں ) ( ہس 6 GC (r) 6 (fér)‏ 
٤ )۳٥٤(‏ )%4 ({. 
نعرف و. احدوعة سیم * رع علاقة أحادية معرفة بالحاصة : الزوج 
الرتب (س»ع) د سروم برع عندما یکون له مر کتان متساویتان آي س‌دع. 
تقسم هذه العلاقة المجموعة سم × رج إلى مموعتين جزئيتين منفصاتين : 
الأول ر٣“ ٣‏ ۵ ( 4“ ) تحقق عناصرھا العلاقة المفروضة بسنا 
الثانیة م ( °+ (6 ) °1( 6} 6(6 GC (r4) G(r) 6 (YF)‏ 
۳١١ (‏ )) لا تحقق عناصرھا العلاقة الفروضة . 


: العلاقه الشنانية‎ - ٦ 


لتكن الجموعتان مسرم - ( ۷۰۵۲۳۰۲ و ع <۸5/:۱). 
لنشكل الجداء الديكارتي هیا . سم *ع - ۱( ۲ 6 ( 1۰۲ 6 
(16o) G(s“) %6 (wr) G(T) G(T) 6 ۸۲ (‏ (& 
(AV) 6 (6Y) ¢ (SY) @ (46)‏ {. 

إذا نظرنا فی ا حموعة الحزئة ااؤلفة من الازوا- ٤۴‏ 6 
(٭٤٦)‏ 6“ (640م)! وجدنا أن المركية الأولى في كل منبا تنقص 
عقدار ١‏ ع و ااثائمة . نقول ف هذه الخالة إننا عرفنا علاقفة 


۱۸۹ 


ٹنائشة ( Binary relation‏ و binoire‏ 10ء ) من ا حموعة سم ای 
ا حموعة یع با لحاصة :+ س + =١‏ ع حمث س و سرم و ع دع . ان 
الازواج الرتبة ( ۸٤۷ ( 6 ) ٠٤٠ ( 6 ) ٤۳٣‏ ) تحقق العلاقة وتسمی بیان 
هذه العلاقة . بنا لا تتحقتى هذه العلاقة من أجل أي زوج من بقية 
آزواج الجداء سم × ع غير الواقعة في السان الذ کور . 
كذلك لو شكلنا الحموعة الجزئية من سم × ع المولفة من الازواج 
٤۳ ( 6 ) 16۲ (‏ ) 6 ( ۸۲ ) 6 ( ۲“ )) فاننا نجد أن المركبة 
الأولى في کل منها تقسم الرکنة الثانة . نقول هنا أيضاً إن هذه 
الأزواج المرتية تعرف علاقة ثنائیة من سیم إلى .م معرفة بالخاصة : 
( س/ع ) حمث س د سم و ع د ,ع . 
فاننا نکتب کل زوج مرتب (س ع ) من الجداء الديكارتي مرم».ع 
محقق هذه العلاقة بالشکل سم ع . ونرمز لکل زوج (س »ع) لا 
يحقق هذه العلاقة بالشكل س ع . وتنرمز أيضاً لبيان العلاقة اس 
بالرمز 2 
م 
بصورة عامة : للعلاقة الثنائية س ثلاثة أمور أساسية هي : 
)١‏ جموعة أولى » سہ > تدعوها منطلق م . 
«) جموعة ثانية » .ع » ندعوها مستقر س . 
ع) خاصة معرفة على الجداء هرم ب رع تمرئه الى جموعتين 
حزئتن منفصلتين تكون هذه الخاصة على احداها ( بمان 
العلاقة ) محققة » يدنا تكون غير محققة على الثاتية . 


۱۹۰ 





تشکل عناصر المجموعة سرم المرتبطة بعناصر من ال جموعة یع وفق 
العلاقة الثناشة ے ٤‏ جموعة حزثية »6 سی »> ندعوھا جموعة تعريف 
ده 0708-5 ا ء العلاقة مس أو قاعدتا . کا أن عناصر ع الي تربطہا 
العلاقة س بعناصر من سر م تشکل هو عة حزئمة ¢ بت 6 ندعوھا جم و عة 
قم 1٤٥ «١‏ ) العلاقة ے أو دعامتها . 

عثل علاقة ثنائية س بشكل سهمي كا بلى : نرسم مخططي فين الموافقين 
سم ومستقرة ( منتهدة ) في نقاط احموعة ع, الرتبطة پا وفق 
العلاقة مس . 


مثال ١‏ لتكن سرم مموعة سكان مدنة ھا ) لنرمز ب عم حموعة 


منازل هذه المدشة . 


لنا علاقة ثنائية من المجموعة سر إلى احموعة .يم چ ان ينان هده 
ه -إزس4ع)دسرم<ع:س هلك المنذل ع ) 

مثال ؟ - إذا كانت المجموعتآن هرم ح ۔١:‏ ۳ 6) وع سے |۰۱ ۲۱/۰۲ 
فأن الخاصة : هوس << ع : س و سرم وع ديع ء تعراف علاقة 
ثنائية س معرفة من المجموعة سرم الى امجموعة .ع . بيان هذه 
الملاقة هو : 

6 )1*۳( 6 )۱۶۱( 6 )4۱( 6 )۲۰۱((< 3 

كي 

(۱۲۳) 6 (۱»۵) ) 
إن ججموعة تعریف س هي المجموعة سی = ۵۰۳۲۱ | < سوم 
أما جموعة قم ی فپي کے ہے و و 


)۱۳( ۱۹۱۱ 


نحصل على التمشل: السهمي للعلاقة س برسم مخططي فين المجموعتين 
سم و ع ٤‏ ثم نرسم أسهما موجبة تنطلق من سم وتستقر في نقاط 
الرتطة معپا زفق العلاقة س : 





الشکل (۱۰۱) 


ملاحظة : 

بالازواج احققة لهذه العلاقة فبي جموعة جزئية من الجداء هرم × ع 

حث موم منطلق العلاقة و ع مستقرها فنکتب مثلا العلاقة المعر”فة 

س سے ۲۰۱(۱) 6 (t41)‏ 6 (۱۴۱) 6 (16۳) 6 

( ۳ ۷) 6 ۱۵۱ ) ا 

۷ - العلاقة العكسية 61261052 Relation inverse < Inverse‏ : 
الملاقة المکستة لعلاقة ثنائة مس معرفة من احموعة مسرم إلى المجموعة 

ع > هي علاقة ثنائية من ب إلى سیم ومعرفة تحمسم الأزواج المرتية 

(ع »س ) حمث (س ع ) 2 . نرمز للعلاقة العکسية پر > 

: ۳ 2 


۱۹ 


(2ر EET‏ : وع ر 
نحصل على التمشل السبمي لعلاقة عكسية ی-۱ بعکس اتحاه الأسبم 


الرسرۃة فى الل الس فة ي > 


مثال : لتکن احموعتان سم ۲۱ ۰۳ ۵ ) و ع <(۲ ۰1۱۰4 
إذا كانت س الملاقة العر فة باحاصة : «وس | ع: س و سم و ع د ,6 
فان سان هده الملافة 9 
32 ۱-2( ۲۰۲) 6 (4۲) 6 (۱۲) 6 (۱»۳) ) 
إذاً ببان العلاقة المکسة ی-۱ هو : 
f(r“) 6 )۲۷۹( 6 )۲۰( 6 )۲۲۲(۱- ۱) 2‏ 
م 


آنا التمثيل السو للملاقة مس والعلاقة المكسة س١‏ فمعطى بالشكلين: 





الشکل (۱۰۳) 


۱۳ 


لمم - ااعلا قات 2 جمو عه : 
عکن اعتمار علاقة نادمه سس معر 49 من مو عه ما سح ای احموعة 
مز م نفسہا . تقول ف هده الاه اننا عر وا علاقة ف الجموعة ازم 
إن سارن هده العلاقة هو عمو عه حزدمة 7 موعة الحداء الدبکارتیق 
مثال :)١(‏ إذا كانت انحموعة مد ۰۱ ۰۱۹۰۰۰۳۰۲ 1۲۵ 
فان اة " دس" = ع : س *ع د سم » تمرف علاقة ثنائة 
ف الحموعة للم . ان سان هده العلاقة هو : 


e 


5 
f(ro‘o) 6 (1%64) 6 (AT) 6 (؟ ؛)‎ (= ۰ 





قثل سہمبا هذه العلافة ‏ ۱ هلا 0 


4 نے ۳ 
6 گی 2 9 2 جد سے 
4 ی ا سڈ کے 7 
55 350 
سے مس 4 e‏ أ د 


جد وو OR‏ +" تج 


میں 


الشعل ( ۱.1 
( عتل الزوج ( س » س ) د2 بسپم مفلق ینطلی ویستقر ف النقطة 
س و سوم ) 
مثال (؟) : لتكن المجموعة سرم = ]۲٢٢(‏ . إذا كانت رع ( 
جموعة أجزاء سرم فان الخاصة «(دب و (عده:(؛ب د بع (سم)» 
تعرف علاقة س نی ا حموعة ,6 ( سم 


ان اضوعة ,6 (سح) - (۰۶ 4۱۱۱ (۱۳ 4 ۲۱۱ ) 


۹ 


6 ۰۱۳ ۱۲) 6 ((6۱۲ (۲۲۰۱) 6 
61۱۱ (۱) 6 ((۳ 6 ۲۱) 6 (۰۱۱ ۲۲ 6 
سا ۱ 
مثال (م) : إذا كانت المجموعة سر = أ ج » م » ؛ ۰ ٩»‏ مإفان الخاصة 
وس | ع: س»©ع د سرم » تعرف علاقة س فى ا حموعة سم . 
سان هذه العلاقة هو : 
3 > إ[(؟ > ؛) 6 (؟524) 6 (425ى) 6 (5248)ه 
(و+ھ) ) (۲۲۲) 6 (۳۳) 6 (6)4>214 
)<0( 6 )1°( 6 )۸4۸( { . 
ول الس اد الا 


بعطی با لشکل : ۱ 





الشکل (۱۰۵) 


عکن لعلاقة معرفة فى موعة أن تتمتع سعض الخواص التالىة : 
۱- العلاقة النعکسة« 156116*1۷6 »136116176 : نقول‌عن علاقة ىس ممرفة 


ف جموعة ما سیم ا E‏ ادا حقق کل عنصر فا نا 


الملاية الفر و ضة 3 1 بعبارة تانمة 1 


۳ 
ی 


ب س د سہ فان سے س 


۱۹5 


مثال )١(‏ : لنکن احموعة سم سے 4۳۲۰۱۱ ولتکن س علاقة 
معرفة في سم وبانها معطی عحموعة الازواج الرتبة : 


))46( 6 )۱»1( 6)۳۳( 64)۱»۲( 4 )۱۶۱( (۲۶ 3 


سی 
هذه العلاقة غير منمکسة وذلك لانت العنصر ۲ د سہ با 
(۲ ؟ ۲ ) «#ٍ 2 . 
ر 


مثال (۲): لتکن رم ( سرم ) جموعة أجزاء المجموعة سرم . إذا كانت اس 
علاقة الاحتواء المعرفة فى بع ( سرم ) فان ساتبها : 
3 >ع((ف»ه ) د (سح) >« (سم) : ی دد] 
ان هذه العلاقة منمکسة لن کل مموعة جزئة تب من سم تحوي 
نفسہا ( ب د ب » ادن بت ص ا . 
ا العلاقة المتناظرة 2 ٤‏ 5701۲10116 ۾ : نقول عن 
علاقة س معرفة ف جموعة سرم إنبا متناظرة إذا كان : 
االو اوج ل ای کے 9ی ری 
نستنتج من تعريف العلاقة المکسة آن : 
( س٤ع‏ )33 جه (ع »س ) د (2 )"۲ 
مم مس 


وبالتالی کن أن نقول أ العلاقة س العرفة في المجموعة سم 
متناظرة اذا كان ده = (23 )-۲ . 
م 


م 


مثال )١(‏ : لتکن ا حموعة سرہ = ۲۰۰۱۵۵۱۱ . لنتکن مس 


.{(r ete) (rte) (ect) (o) = j2 


1۹٦ 


اس غذه الءلاقة ليست متناظرة وذلك لأف الزوج الرتب 

( ۵۱ ) د 2 بنا ( ه6٠‏ ا293 . 
م م 
مثال (۲): علاقة الاخوۃ العرفة فی جموعة سکان احدی الابنمة هي علاقة 
متناظرة . 

مثال (۳): علاقة التوازي بن مستقمات مستو علاقة متناظرة . 

۳ العلاقة اللاتناظ ریة دح ندا دص رة - ناصف) «Anti - Symetrique‏ 
نقول عن علاقة س معرفة فی ججموعة مرم إنها لاتناظرية ادا کان : 
اللا 5 سے س سے ع 


مثال :)١(‏ إذا عرفنا في جموعة الأعداد الطمرعية ط » العلاقة ے خاصة 
« القسمة » فان هذه العلاقة لاتناظرية » ذلك لأنه إذا كان 
٤ (‏ ت) و(ت؛") در أي أن م | توب | م 
فإن ذلك يؤدي إلى سے بس . 


مثال )١(‏ : إذا عرفنا في المجموعة مرم - 6۳۲۰۱۱ ) العلاقة م 
الى سانها هو : 
2 2 (ز(4 ؟) 6 (2 > ؛) »6 (1) 6 (۳۶۱) ) 
فانه لا يمكننا القول إن هذه العلاقة لاتناظرية وذلك لان (۳» ) 
و )۳4( در با حت ع . 


مثال (۴) : ان علاقة الاحتواء في ی ( مرح ) جموعة أجزاء المجموعة 


مثال (؛) : ان علاقة التراجح «<» في موعة الأعداد العادية » علاقة 
لاتناظرية . 


۱۹۷۲ 


بتضح من التعریف ٣‏ أن كل علاقة ی بتکونت ببانہا من العناصر 
للمحموعة سح × رم هي الي من الشکل ( س ۰ س ) ۱. 


۽ - العلاقة التخالفية ( غير المتناظرة ) » Non - SYM metric‏ > 
Non - Symetrique‏ » : نقول عن علاقة مس معرفة فى جموعة سرم إنها 
تخالفية إذا كان : 


8 2 کے چ کر 


ينتج عن ھذا التعریف ان کل علاقة تخالفة لا یکن وصفہا بأنہا 

منعكسة لأن الزوج (س٤س)‏ لا یکن أن یقسم ف ببان العلافئة 

التخالفية وذلك لأن وجود مثل هذا الزوج يعني وجود الزوج ا لمعاکس 

له وهو نفسه » و کذلك لا عکن للعلاقة النمکسة آن تکون تخالفية . 

مشال (۱) : دا عرفنا في ا حموعة سوہ = ۳۲۱۱ ۷) العلاقة س 
الي بنانرا هو : 

))۲۰۷( ۵ )۷۲۳( 6 )۳۲۲( 61۲۱ ۴: 


الوقت داته «لاتناظریة» . 


فان هذه العلاقة تخالفية لانه لا بوحد 


(س ۴ع ) و (ع ص ) . وهذه العلاقة 


عن" من 


مثال (۲) : !دا عرفنا في المجموعة سر سے ۵۰۳۱ ۲۵۲۲۰۱۵۲ 
5 <(9/۴) 6 (۱۵۲۰) 6 (۱۵۲۰) 6 (۰ ۲۵۲) 6 (۱۵»ه) ) 


فان هده الملاقة لدست تخالفۂة لژآنۃ (۱۵»۵) 23 و(3)۵4۱۵ 2 
۲ - مہ م 


ه - العلاقة المتعدية ۰ هم نقول عن علاقة س معرفة فى 
المجموعة سر م إنها متمدية ادا کان : 


١54 


ب(س *ع) و(ع اص) ده اه ( س٤ص‏ )33 , 
مشال (۱) : ادا عرفنا ف انحموعة سح - ۱ ۰۳ ۵ » ۷ ) العلاقة ی 
ای اب او 
(r <r) 6 (o“o) “(Fr <o) +‘(0 %4) “(o‘r) <(rA)}= 3‏ { 
غات هذه العلاقة متعدية لآن : 
رد»م) و(«اعه) 233 كذلك (۱»ه) د 2 
م عي 


(۴) و (۴) 23 ° )١(‏ 32ر 


(۵۲۳) و (۳4۵) 3 2 (۳۳) 23 
م 9 

(۵/۳) و (۵»۵) 5 2 ۱ (٤٤ھ)‏ د2 
م م 

(۵4۱) و (۳۵) وه < رس ود 
م م 


وٹ و روا دہ (۵4۱) 5 2 


(۳۶۵) و (۵4۳) د 2 هو (64۵) د 2 
7 يي 


(۳۵) و (۳۳) 5 2 و (۳۵) د 2 
م 


می 


(۵0۵) و (۳۵) و 2 دہ (۳۶۵) د 2 
م م 


(۳۶۳) و (۵۳) د 2 و (م؛م)دد 


مثال (۲) : ان علاقة التراجح « < » في جموعة الأعداد العادية علاقة متعدية. 


مشال (۳) : ان علاقة الاحتواء « د » نف 6 اسم) مموعة أُجزاء ا حموعة 
سم » علاقة متعدية . 





۰ - ترکیب العلاقات : لتکن علاقة س علافة ثنائسة معرفة من 
احموعة سم ای احموعة صم و ی علافة ثنائة آخری معرفة من 
احموعة صرم إلى المجموعة ,ع . إن هناك علاقة جديدة م معرفة من 
وم ای .ع نسمنپا بتر کب العلاقتن م و هه ونرمز لها ب : 

هب سے یه وس 

ونقراً ذلك بقولنا مس دوبره وه . نعرف هذه العلاقة المركبة بالشكل 

التالی : 


((ص٤ع‏ ) العلاقة ىہ فإننا نقول إت“ الزوج ( س ٤ع‏ ) محقق العلاقة 

المر كبة ماح ىق هم >2 وفثل ذلك بالشكل الرمزي : 

س ماع جے س د ہرم و ع 3 3 ص د صصم: س س ص و ص له ع 

مثال (۱) : لتکن العلاقة م المعرفة على: جموعة سكان مدينة ب « له ابن» 
والعلاقة مه المعرفة على المحموعة المذكورة ذاتها ب'« له بنت » 
إن العلاقة المركبة مدع ىه 2٠5‏ معرفة على هذه المحموعة 


ب « له بنت ان » . 


نلاحظ من هذا المثال أن. مسرم ح صرم ح رع وآأنه من المکن وحود 
عناصر من الحموعة التوسطة ترتبط بمناصر من سیم ولا ترتبط بمناصر 
من جع کا آنه من المکن وجود عناصر من وم مرتبطة مع عناصر من 
من .تم وغبر مرتمطة مع عناصر من سوم . إن المنصر ص و صرم الذي 
برتبط یعنصر س د سم ولا برتبط بأي عنصر من .ع لا يؤدي إلى زوج 
من الشکل (س»ع) حقق العلاقة الر کية م و کذلك فان العنصر ص‌د صم 
الاي برتبط مع عذصر ع دع ولا رتبط بأي عنصر من سم لابودي 
الى زوج من الشكل ( س > ع ) يحقق العلاقة المركبة م . 


۲ ۰ 


مثال (۲) : لکن ہے )٣۲٣٢١(‏ ضہے(ط رب ئد+وا؛ 
E E‏ 
3 ۲۳ ۳ 4 
إن الشكل )٠١5(‏ يعرف اأعلاقة مس من سم ای صرم والعلاقة وه 
من ص الى ريم والعلاقة المركبة م من هرم الى .ع 





إن ببان العلاقة س هو : ۵ 
2 6۱۳۱۲۱ (۳۰۳) 4 (۲») 6 (۳»<) 4 


وسان العلاقة ىه هو : 
١ ١ ١‏ 
ني ا 


آما بيان العلاقة المركبة م فبو : 


١0 ١ ١ ۰ 
ا‎ 


نماي وله 


بام ا و قحسا ۱۸۹۹۹۵ 
مس المعرفة من سہالی سوم م .م بالخاصة 09 . 


امحل : 
ما أن سوہ م .۶ سس ٤ ٤(‏ ئ٦‏ »> *! فانه یکون : 
E. o r (×‏ ) ع (( ")6 )6(6 )6(4 )6(۲ )۲“( 6 
C(1“)‏ (6)9“4 (؛٤ئۂ)٤)‏ )6(4 )۲%( 6 
((؛)6 )٦٦(‏ ) . 


2 ے ۱( لت ) : ( »بت ) سم « (مرم مرع) وم > ب ) اذن: 


سی 
ود ۲۶(۱) » (۲۶) * (46۱) )۰ 
3-42 
0 - إذا عامت أن ابراهم أب لسالم وزيداً أب لعلى وعمران أب 
مرم . أوجد بموعات قى وتعريق وببان العلاقة م المعرفة 
من الحموعة سم سے | ابراهم » زيد» عمران» ليلى ) إلى ا اجموعة 
کا سال“ على ) ععمر 6 مرع ) مخاصة « الابوة » 7 اوعد 
أيض) بان العلاقة العکستة من -۲ . 
ال : 


ان جموعة تعردف الملاقة مس هی الحموعة | رة فی سرم الى ترتبط 


° 


عناصرھا بعناصر من عم وفق العلاقة م وهي في هذه الحالة [ ابراهم » 
زید ٤‏ عمران ) . 
آما جموعة كم العلاقة س فپي ان موعة ال حزئیة في .ع التي ترتبط 
بمناصرھا عناصر من میم وفق الملاقة م وهي | سال » علي > مر ) . 
2 = إ س٤ع‏ ):( س٤ع‏ ) د مہ ×ع وس أب" ل ع )»2 اذن : 
د انك أو ! € ا © ( زيب »4 ¢ إن » 
2 | ( ابر اهم )( زید ؛ علی ) (٢‏ عران ؛ مرع )) 
آما پبان العلاقة لمکستة ی-۱ فيعطى بالمجموعة 
3۱ 6-6 إربكم) : (ب ) د در )» ادث : 


و 1 ي !۲ 1 ہے 1 Eos tat‏ . 
1 ۱۹ سب دا كأ e‏ دج مو نیہ خی سب 1 ا با حم و مول خواص 
كل من العلاقات المعرفة هما دز 

٠ ۲ 

5 سس مج كي ١‏ ۱ ۳ 1 ل ۱ > مد 3 سر کي ا 
7 0 عام 1 

۳ .ی ای بعس : | 0 ( هط ا * 3 ٤‏ 

ہے ۵ قم أ .عه gf) #4 f‏ ز 

7 سد على 2ت ا ( ف ص ) 2-3 ۱ 

۱ 1 ۲ ۳ 


> العلافة م کاظر لان پ [( س ٤ع وے فان ( ع»س)د مس‎ ١ 
وبشكل آخر إن ےہ >= إ( 6)۰ ( حاب ) 6 ( ت٤ )1 تن‎ 
نرمز أحماناً لسان العلاقة باس بدلا من 2ر ولسدان العلافة العکسة‎ )١( 

د ی- ۲ بدلا من ( 2 ا لاختصار الكتاية 7 


مس 


۳۰۳ 





ثم إن س ليست منعكسة » لأنها ي تکون منمکسة یلزم ويكفي 
أن پنتمي (س»س ) ی م, ( ببس د سم ) » وهذا الشرط غبر عقق 
ان زت»< ) وس مثلا. 

وى تكون س, متعدية يحب أن يتحقق الاقتضاء التالی : 

7( سكع ) و(ع»ص ) 3 س, حه (س اص ) 3 چم 

ولکننا نلاحظ أنه بالرغم من کون (با»ح) > رجات )دی 
فان ( بت ) # من قالعلاقة عبر ممعدیف . 

وتکون ی لاتناظرية ادا محقق ما یل : 

ادا کان ( س٤ع‏ ) و (ع»س ) دمم فان س دع 

ولکن مس لا تحقق هذا الشرط لان ب ج < على الرغم من كون 
( << ) و( جات ) دم فالعلاقة ليست تناظرية . 

ثم إن س ليست تخالفة » لانها كي تکون تخالفبة محب آن بتحقق 

۷( س۴ع ) دمم کہ ( غ اس  )‏ مى 

وهذا الشرط غير مقق لأن (ت»<) و( جکت ) دام 

٢‏ العلافة سں ليست متناظرة لأن (8)6>85س, في حين 
( ٤ئ‏ ) د م کا أنہا ليست منعكسة لأن كلا من ( بت ) 6 (=٤د))‏ 
( ک٤‏ ) لا ينتمي الى عى . 

آنها ایست تخالفية لآن ( 48 ) د ر في حين لا يكن للعلاقة 
التضانفية ان تحوي عناصر قطرية غير أن س, متعديةلآن (8648) و(م54) داع 
و کذلك ( 5/۵ ) د م, . 

کیا آنبا لاتناظرية لانه لا تحوي زوجین من الشکل (س»ع) و (ع»س). 


۳۰ 


۳ - الملاقة س, متناظرة ومتعدية ولا متناظرة ولکنها لدست منمکسة 
((<4»ح) 9 مم ) ولیست خالفية لانپا تحوي عناصر قطرية . 
٤‏ - العلاةة , متعدية و تخالفسة و لکنها لدست منمکسة ولدست متناظرة 
ولیست لامتناظره . 
۱۷۳۷ حت لتكن م علاقة معرفة ف ا حموعة رہ = ا »ن » جچ؛ وا 
بالتمشل الديكارتي التالي : 
۱- بسن صحه ما بلي : 
دنس ب 6 کے ۲ 6 مک“ ب ص تب 
٢‏ هل هذه العلاقة منعكسة ؟ متناظرة ؟ متعدية ؟ 
۳ - آوجد العلاقة المھکكسة س۔' ومشلپا سپسا . 





ال : 
ان بان العلاقة س هو : 
2 =( ت ) › (ن“") ° ( 6ت ) › ( تئ ›)=٤<(›)‏ 


۲۰ ۵ 





(۶»() » (5»ب ) ! ومنه : 


سس 
( ۶ ) د 2 » ماس ى صح لأن ( 54 )8 3 ا ا 
لاف مع كد 4 
ی 

٢‏ ان هذه العلاقة غير منمکسة لآن ( ۲۰۵ ) و2 وهي ليست 
متناظرة لأن النقاط التى تحققہا لیست +- ل ل 
فنحد مثلا آنه لیس للنقطة ( 7645 ) نظير بالنسية القطر . 

وهى غير متمدية لان (48ب) و(ب»7) 33 بين (860) 3 

2 تس م7 

۳- آن بان العلاقة المکسة س۔' هوه: 

(m=) ¢ (oes) ¢ (oes) < (wef) < (Peco) ¢ 


ا ى ( ۹ ) نت )5 ( ا ٠‏ کپ جح 
و 30۴0 1 اة ہہ 5 


ہو تہ 7 1 
المگسة س۔-' هو : 


تہ 





الشکل (۱۰۸) 


۷A‏ - آ و جد خواص الملاقة س العرفة في الحبوعة سم موعة 
مثلثات المستوى » مخاصة التشابه . 
امحل : 


إن سان العلاقة س هو: 


ح (((ب):(س) سم سم و( یتابه ب ). 
ان كل مثلث ( بشابه نفسه آ )اد3 فالعلاقة 
ن كل لث ۸ بشابه نفسه ي (060) 35 سم وسم لعلاقة 

منعكسة . 
إذا كان ( "ءب ) دد آي الثلث ۵ يشابه الثلث ب فان ب 
۱ اي 
پشابه | أي (ب»۸) د و فالعلاقة متناظرة . 

۳ 

إذا كان ( »ب) و (ت»<) 2 آي ۵ شابه ب وت شابه < 
م 3 ِ 
فان م يشابه < أي ( »< ) د3 فالعلافة متعدية . وعا ان العلاقة 
. : ۳ : 
متناظرة فبي لست تخالفية . وسهولة نرى أنها لمست لاتناظرية . 
۹ - إذا عرفئا في المحموعة ط* » جموعة الاعداد الطبيعية المغايرة 
للصفر » العلاقة س الخاصة س + ع سے ۰٠ء‏ اُوحد خصائص 
هذه العلاقة . 
الیل : 
ان سان هده الملاقة هو : 
(oc) < (%4) < (YT) < (AY) < ۹۳۱ > 2‏ “< 
( 45 ) » ( ۳۶۷ » (۲۸) » (۱۶۹) 1 . 
العلاقة س غير منمكسة لان ( 4 ) 2 . وهی متناظرء لان 
م ۳ 
ب )2ك با ا ہے م =۰ 
۷پ ) دھ ےب 0)دھ أوس +ع ١.‏ سمع + س- ٠١‏ 
وهي ليست لامتناظرة لان : 
( ۰۱ ) و (23)164 بین ١‏ 6 : وهي عبر متخالفة وحود 


۱۸ ( ۳۰۷ 


العنصر القطر ي ( ۵/0 ) ) وهي عبر متعدية لان ١(‏ ۱ )/ » ( ۱۹ ) د 2 


بنا رش ی ۲ 


۰ - اذا کانت س وس علاقتین متناظرتین معرفتین في الحموعة 
سرم » برهن أن س, م س, علاقة متناظرة فى سرم . 
الحل : ۵ 
ما أن کل من العلافتین عن ف على عثل جموعة ہے المحموعة 
سر م )ا سوم فالعلاقة الممرفة دس, م مي مئل جموعة حزسة في المحموعة. 
ادا کات ( ٤ت‏ ) دہ م ہہ فان ( ٤ب‏ ) د وکذلك 
طب ) دمبى. إن م و مب متناظرتان حسب الفررض فشکون : 
( ۷ب ) دم سے (ن»كم) دسي و(8»ن) ةمي > (ات؟() دام 
وبالتالي (ب» ۲) دی ۸ عم فا لملاقة م ) مب متناظرة . 
۱[ - [ذا کانت م علافة نی الحموعة سم و م-" العلاقة العکسة» 


=" م ۱ هه - 
5 عل يه له اعم 2 ههل ره 


الحل : 

ادا كانت يس متناظرة فان (“بت) دس نه (ب#4ل ) دس . ومن 
جبة ثانية لعب ) و( ( ت۲۰ ) دی حه (ت»۳ ) و ( ٤ت‏ )د-' 
إذن ھا سر ( ٤ب‏ ) دس-' ذالعلاقة ى-١‏ متناظرة . 


إذا كانت م متعدية فإن ( ( ٤ت‏ )و ( ت٤‏ = ) دس سه (م»< ) دی 


۲۰۸ 


رمن حېۀ ثأنمة : 
((“ت)» (نكج) > (8)ح )دن عه (ب74) 4 (جكب) > (دكم) وى ١‏ 


ادن : ۷ ( ٤ت‏ )> ( ب٤‏ ) دے۔' حي> ( <=“ )د فالملاقة 
> ا 

من أجل البرهان علی صحة العلاقات السابقة نی الاتحاه العاکس بکقی 
أن نلاحظ أن العلاقة المكسبة للعلاقة -' هي العلاقة س الأصلية كا هو 
واضح من تمریف الملاقة المکستة . 
۳ - ادا كانت ر علاقة منعکسة معرفة فی ا حموعة سم وکانت 

س ل سب علاقة منعکسة . 

ال : 

ان العلاقة م منعكسة جک سرخ س باس د سم. أو بعبارة اننة: 
پا سر 3 ہویم فان ( س٤س‏ ) 3م وعا أن : 

ص ےس ں سپ فانه پوس د سم یکون ( س٤‏ س ) دم ل یہ 


۸۳س نا کا و a‏ 
E‏ ت7 
(OCONEE TEENS‏ 
=( بسن فما ادا کانت هذه العلاقات متعدية. 
امحل : 

ار العلاقة ہں متعدیة لان ( ۲۶۱ ) و ( ۲:۲ ) دی وکذلك 


٠ مب‎ 3 ) ۲۶۱ ( 


أما الملاقة ہپ فلیست متعدیة لان ( ۱۲ ) و ( ۲۶۱ ) 3 مي بینا 
( ۲۶۲ ) # سپ . 

وأما العلاقة مس فپي متمدية وذلك لآن ببان هذه العلاقة لا حوي 
زوجیل من الشکل ( س»ع ) و ( ع»ص ) کا فعلنا دك ف التمرین رقم ۱۷۱ ۰ 


٤‏ لتكن س, و مي علاقتسین معرفتین ف الأعصداد ا حقیقیة ح 
الخاصتين س" + ع" < ۽ وس +ع > ۲ على الترتيب . 
١‏ احعث 2 الانعکاس والتناظر والتهدي لكل من 2 و مم 
وأعط التمشل الديكارتي لما . 
؟ - عّن ہمان العلاقة سص, ٥‏ ےپ . 
الحل : 
١‏ ان العلاقة ےس لاست منمکسة لژن 27 دنا (+)؟ + (م)" ے4 
أي ( ۳۳ ) 3 ي و هي متناظره لژنه پ ) س٤ع‏ ( دص أي س؟+ ع؟ حر 14 
فان ( ع۴٤‏ س ) 2 ع لان ع" + س" < ) ۰ وهى أيضا ليست متعدية لآن 
( ۱۳۱ ( ۰۱ ۲۱۸) دم با (/۳۱ ۷٠۲٢)تےرحث‏ 
٣۳٣۔٣‏ > 1 . 
١ :‏ ۱ ۱ 
أما العلاقة مى فلوست منعكسة لان NEE)‏ 
"۱ ۱ 
آنپا متناظرة ولکنہا لیست متعدیة لان ( ۲۰۱ ) و ( ۲ -- ) د م, بیفا 
۱ ۱ 


€ ا 7۹ 2 
)۱ ا 


إن التمشل الديكارتي للعلاقة س يعطى بمجموعة النقاط الواقعة داخل 
الداثر: ( الق مرکزها مبداً الاحداشات ونصف قطرها ۲ ) أو على حيطها . 


۳۱۰ 


پت نعط العلافة یں محموعة النقاط االواقعة علی الستقم ن و الذي 
معادلته س + ع سے ٢۲‏ “أو على يمنه . 





ل 


الشكل (و١١)‏ 

۲ - آن العلاقة سي م مي عثا, مموعة النقاط احققة لکل من العلافتین 
ہے تی ومي النقاط الشترکة بين بساني هاتين العلاقتين أي نقاط الجزء 
الشی من الشکل ۔ 

و ۶ ۸۱:۲ و صم< | ۱۳ ) ۱۱ 4 . 

إذا كانت العلاقة س, معرعه من سم إلى ع با حاصة دس - ۱ < ع. 
والعلاقفة مس معرفة من .ع إل صہ با حاصة ۱٢ع‏ حص ٤‏ حيث 
س و سم و ع د ہے و اض وط .: آوحد العلاقة المر كمة عن م صنق 
ووضح ذلك باحطط السيمي . 
ال : 


ان سان العلاقة س هو : 


۳۱ 


2 2( (۲۰۳) ۰( ۶ ) » ( ۱۲۷ ) ! . وسان العلاقة سم هو : 


سما 


.))۱1۸ (۲ )۱۲۹((۶ 3 


ماب 
إذن بيان العلاقة المرکبة ہو إ( ۱۲۶۷)) ويتضح ه ذا الخطط 
السہمي التا لی 





الستقمات في مستو على الترتيب » برهن صحة ما يلي : 
۱ م م کم ۲ ی کے ر کی 


۳ ہم ۰ مم = سب 
المل : 


) اذا کان ( < ۶) و 6۱ “ماد س فان ( ۴٤م‏ )3 هی . 
ومن جهة ثانمة 9 ۳ » مم) 3 م لان الستقمات الئثلاثة م e “ef‏ 
متوازية . وعلى المکس إذا كان (م, ؛م.) د فيمكن إيحاد مستقم 
۳ بوازي کل من م د مم وبالتالي فان ( (م م) 3 ( مم “مم )3 


آي زم ) ۶ب ) 2 یم ه سم > إدن ما 7 ہی کا ص . 


؟) إذا کات ۱ ) 3 عب و ٤مم‏ )دی فان 
(م, »مم) 3 م, ه م ومن جپة انية یکون ۳۲ موازیا ۲ 3 مي وديا 


۳۳ 


على م اذن م, مودي على مې آأي (م,»مم) دس . وعلی العکس 
إذا كان (م, »مس دمي أي م, حمودي على مم فیمکن امجاد مستقم 
م يوازي مې فيكون وديا على م, أي (ع, ٤‏ ۴م) 2 ع د (م ٤م‏ ,)2 م 
ادن (م, » مپ) 3 م, ه سم وهذا يعني أن صں تم مب تپ . 

وللرمان العلاقة ی ہے 2ت م, تأخذ (ع,ع) 2 سر و (معب) 2 ع 
فیکون (م, ۲مب) ده میم . ومن جهة تانية إذا كان م لام 
و مې ل مې فان مې ل مې آي (م, “مى) 3 سي . وعی المکس إذا كان 
زم ٤‏ مم) د سپ فانه یکن إیچاد مستقم ام پل ویکون 
۱ ) 3 م, و ( م٢‏ مې )2س که ( م مې )3پ آي 


ہیں ٩‏ م == رې ۰ 


۳) إذا كان ل )٢۴ ٤‏ و (مم ٤‏ مم) د ې فن المستةم مې مودي 
على كل من م و مم وهذا يعني أن المستقيمين م, و مم متوازيان أي 
(م, ٠‏ مم) د . وعلى العكس إذا كان (م, » مپ) د سم فیمکن ایجاد 
مستقم مې مودي على کل من م و مې وبالتالي : 


)۱ ° م( و 19 ا 2 مي عه 9 “ م ) 2 مہ ١‏ ہم 


آي آن مو میں یں 


۷ س- نعراف فٴ ا جحموعة ۵۱ »تب »<؛ 5 »ه »و ) العلاقة ی 
اسات : 


سے (( ۲۰۴ ) > ( 2ج ) » ( جهو ) 4 ( حکو ) 4 ( 65 ) 6 
( ك٤ك‏ ) » (وکو ) » (و»<) » روک ) » (وهو) ] 
اعط التمثیل الدیکارتی طذه العلاقة وارمم المحطط السپمي لاء ثم 
قرر فما اذا كانت هذه العلاقة منعكسة » متناظرة أو متعدية . 


۳۳ 


ما هو ا خطاأً الرتکب ف ال حاکة التالة : 


دوس علاقة ثنائية معرفة فى سیم متناظرة ومتمدية فسکون لدينا : 


س اس ع سح ع مر س ( الملاقة متناظرة ). 
س سرع و عمس حه سرس (الملافة متعدية ) 


ينتج عا سبتى أن الملاقة منعكسة » . 
ال : 
ان التمشل الدیکاری وافطط السپمی الملاقة مس ها : 





٤ 7 ۳ 


التمشل الديكارق الخطط السپمي 

الشکل (۱۱۱) الشکل (۱۱۲) 
ان العلاقة ی لیست متمکسة لأن ( بت ) 2 . وهی متناظرة 

و وهي 
لأن التمشبل الديكارق متناظر بالنسبة للقطر . وهي متمدية لانه ڪلا 
انطلق سہم من عنصر من هذه الجموعة إلى عنصر نان / ثم تبعه سهم من 
هذا المنصر إلى عنصر ثالث فان هنالك سرماً من العنصر الأول إلى العنصر 
'الثالث > كا انه كما انطلق سهم من عنصر من هذه الحموعة إلى عنصر 
اثان > ثم تبعه سپم من مذا العنصی إلى العنصر الأول نفسه فإن هتنالك 


۱٤ 


منحنياً مغلقاً عند العنصر الأول ©» أي أن هذا المنصر مرتبط بنفسه 
وفق العلاقة المفروضة . 
إن الخطأ فى الحاكمة المعطاة ناتج عن أن وصف العلاقفة س بأنبا 
متناظرة لا بتطلب صحة الملاقة س س ع عه ع س س من أجل کل زوج 
من ا ٰداء سم پر سم . 
و کذلك فانه عندما نصف منه العلاقة بأنبا متعدية فان ذلك لا 
۳ و ع ی ص کہ س ہے ص ۷( س۲ع ۰۲( ع»ص ) د سم « سس 
بینا لا هکننا آن نصف علاقة بکونہا منمکسة ما م تتحقق العلاقفۃ 
س س س ۷ س 5 هلم 
ومثال ذلك الملاقة التي درسناها أعلاه في علاقة متناظرة ومتعدية 
۸ - لتکن سے و سس مموعتين متفصلتين تحوہا اما ا جموعة 
سم . ولامرف العلاقة س ی سم الشکل 
( س٤ع‏ )3ے جه ( س دسم و عد سې ) 


بسن فما إذا كانت هذه العلاقة منعکسة » متناظرة » متعدية . 


اضل : 

ان العلاقة س لست که اند باس 3 سروم ( متممة سم 
وهي لست خاله ) فان ( س٤س‏ ) 8# س ۰ ور هي عبر معناظره لان 

( س٤ع‏ ) دہ ج ( س دسم وع د سے ) بنا لا محقق الزوج 
(ع»س) العلاقة م لان ع و سم و س و سم وذاك لأن مهاتن امحموعتن 
متفصلتان 





وأشيراً العلاقة ی متمدية لان الاقتضاء : 

(س ۰ ع) و (عص ) دی حه (س » ص ) 3 ی ۱ 
حقق لن الفرض زس»ع ) و (ع»ص ) دم لایکن آن یتحقق » آي 
أنه لا بوجد عنصران من الشکل (س»ع ). و (ع»ص ) بنتمسان لاس 
( انظر التمرين ١7‏ 1 


۹ - لتكن احموعات الثلات :. هم . . ۱ 
سم - 6۵4۳۰۲۰۱۱ صم- ۵۱ ۷ب » <» و )6 
١ ۰۷ 1 Q١‏ ۱ ۱ 
e E 2‏ 
ولتعرف العلافتن مس من سم الى صرم والعلاقة به من صرم الى 
بجع بما يلي : 
م هه ات6( ۹۱( ۱۱۳۰۵۹۵۱۲ 
۱ ۱ ۱ ۱ 
ا ال ی 0 ۳ 
1 ۱ 
E‏ 


یہ ص واکتب عناصر العلاقة له ه ص . 
ازریم احطط السيمي للملاقة مر-۱ ثم للعلاقة ه-۱ وأخيراً 
للعلاقة س-١ه‏ مه ١-‏ واكتب عناصی الملاقة سن-١, ١‏ . 


۰ ۱ تحقق من أن ( وه هی )-۱ جح م-۱ ٭‎ ٣ 


٦ 





الشکل (۱۱۳) 
إذن فالخطط السپمي للملاقة الر کنة ته هس هو : 





الشکل (:۱۱) 
وبمان العلاقة ا مر کمة ته ه س هو : 
١ ١ ١ ١‏ 
امعان رحو رم ل 
۱ )6 ره )6 ره ل )| 


۲ - افطط السپمي للملافتین المکستین ب-۱ و م-۱ هو : 


۳۷ 





بان العلاقة الرگیة س-۲ هید -" هو : 


۱ : کے 27 
ر006 و (6٦‏ ۱ )6 


۱ ۱ 
(Ere) (e) 


ع" ل عقارنة بان العلاقة الرکة هه هم وسان الملاقة المركة 


: ُ۶ 
١ 1‏ 4 
کش سی و 49 


ویکن التحقق من هذا بقارنة الشكل (۱۱4) بالشکسل (۱۱0) 


والتأاکد من آن آحدها بطایق الثاني بعد تغیبر اتجاه الأسهم . 


۳۱۸ 


ہار 


۰ - لتكن سم عموعة سكان مدينة حلب . لنأاخذ العلاقات ا معرفة 
في سم باخواص التالمة : 
۱ - س زوج لع ۲- س آکبر‌سنامنع ۳-س اخ دع 
حبث س » ع د سم . اذکر خصائص کل من هذه الملاقات . 


۱ - لنعتبر العلاقات ا لمعرفة فی محموعة الاعداد الطبمسة ط با حخواص 
التالئة : 


. لش جات . + - من مضاعفات ب‎ -١ 
. ٢٢س +بت‎ ۲-۳ 
. لاله رقم آحادت » حبث »تب دط‎ - 4 
. اذکر خصائص کل من هذه العلاقات‎ 
إذا كانت س ونه علاقتين معرفتين فى الجموعة سہ . برهن‎ - ۲ 
: صحة ما يلي‎ 
. س لاتناظرية جه ر-' لاتناظرية‎ -١ 
. س متعدية جے ے۔' متعدیة‎ -٢ 
ی تُخالفة جے س | س  حھ.‎ - ۳ 
. س متناظرة ی متناظرة سے س م دہ متناظره‎ -4 


م- (سونه)<' 2 فه- وی-۲ , 


۳۷۹ 


- ۳ 


- ۵6 


- ۹۵ 


- 


-۷ 


- ۸ 


- ۹ 


. م لاتناظية و وه لاتناظرية عه م ن ى لاتناظرية‎ - ٩ 
. س منعدیهة و له متعدية ہے م لا وه متعدية‎ ~۷ 


۸ - ی متناظرة ےھ رم ے۔'عچھ . 


لتكن س علاقة معرفة في احموعة سیم . لنرمز ب لگ للمحموعة 
القطرية في سم « سوم ( ك ع | ( س٤‏ س ) : س د سہ) ) 


م لاتناظرية جه م ۾ ےا دك 


أوجد الصلة بين علاقة منمکسة م فى المجموعة سرم والمجموعة 
القطرية » ك » فى سہ × سم . 

اذا كانت س علاقة متعدية في الجموعة سم » برهن اس 
سان العلاقة المر كمة س هس مجموعة جزئمة فى سان العلاقة م . 
خو اص هده : ۰ 

هل توجد مموعة سم محسث تکون کل علافة معرفة ق 
سرم متناظرة ؟ 

ادا کانت ص علاقة متناظرة وممعدية ف المجموعة سرم وكان 
لاس 3 كرم 3 ع 5 سیم : س م ع > برهن ان رک 
لد کن م وائه علاقتين معرفتين في محموعة الأعداد الحقيقية ح 
باقاصتین : س + ۲ع < ۲ و س +ع > ١‏ على الترتسب . 
اذ کر خصائص کل من س و ىه ومثل ذلك ديكارتياً ثم أوجد 


۲° 


ہ٦٠٠‏ - لتكن ال حموعة سم - ۰۳۰۲۰۱ )] ادڪر العلاقة 
المقابلة لکل من السانات التالمة : 
PF‏ - ((1)۳(/::۳(۲)۱۲. 
ت = }) 4(1 ) (rer) (Ne )4(rtr) (‘r‏ 
(٤) ٤٤٢(٤ )۳۴۶۳(‏ كم) (٢)۳ (٢‏ ئ))] 
<2- [(۱۶۱) ۲۲۱۲ ۳۳(۲) »16 ) . 
> - ((۱۱) ۱۲۱۲ ۱۳(۲ ۱۲ (۲۲) > 
OE ET.‏ 


فاك 0060 


١‏ مثل دیکارتہا وسپما الملاقات التالبة العرفة من الحموعة 
سرم ح ۰۳۲۲۱۰۰۱ ) إلى الحموعة 
ع سے ۲۱۰۱ : 
[- سكع+١‏ 6 ب- سدع 
<- س ا|ع > .۰ 6 وت مس +ع< ) 
ری © وع اح گا 
ز سح ع؟ 6 ح- س +ع - مضاعف ٢‏ 
٣٢‏ - لتکن بع. (سح) مموعة أجزاء احموعة سم ولنمرف فبا 
العلاقة رب منفصلة عن <» حيث ب » < و رع ( هرم ) . 
بين الواص التي تتمثع بها هذه العلاقة . 


۲۱ 


1 ہے م“ للها( مو 
۰ ۱ - ب - متناظرة . ۲ - متعدية » متخالفة . 
م منعكسة © متناظرة »> متعدية . 


١ - ۹۱‏ - متعدیة ٤‏ متخالفة . ۲ ب منعکسة » لامتناظرة » متعدية 
I TE SE‏ 


. المجموعءة القطرية محتواة في بىان العلاقة العكسبة‎ ۱۹ ٤ 
. منعکسة ؛ متناظرة ؛ متعدية‎ - ١ ۹ 
. المجموعة الخالية أو المجموعة ذات عنصر واحد‎ ١ /ابة‎ 


ل E‏ 
< اس حدع. یئ - س يقمل القسمة على ع . 
و سإع حيث س المركية الأولى وع المركبة الثانية 

ف کل زوج . 


۲ ه ۲ - متناظرة . 


۳۳ 


العصراتاس 
علا انی وارب 


۹9 - علاقة التكافؤ : 
Relation dequivalence <“ Equivalence. relation‏ 
لنعراف ف سم عموعة سكان مينة دمشق العلاقة مس خاصة « السكن 
في شارع واحد » فاذا سك. ن على في الشارع الاي بسکن فيه صلاح 
فإننا نقول إن علا مكافىء لصلاح من حمث سکنہا في شارع وإحد 
وبلاحظ سپولة آن هذه العلاقة منعكسة ومتناظرة ومتعدية . 


ولنعرف العلاقة س في جموعة الأعداد الصحمحة بالشكل : 


م ۶ (((4ب):( 28ت )د صم ها صم و إن يقل 
القسمة علي ه ! . 


من المعروف أن : 


« لان يقبل القسمة على ه » جه « باقما قسمة م و ب على م 
متساوان » ١‏ 


لد | نقول ف هده االه ان العد دین ( بت متکافئان من حست بای 
قسمتہما على ه . ودارهن دسہو له أن هذه العلاقة E‏ 9 ومتناظرة وممعلدية , 


)١ه(‎ ۳۳۳ 


تمریف : نقول عن علافة س معرفة ف جموعة ما سوم إنيا علاقة 
تکافؤ فما إذا كانت : 
١‏ - منعکسة ۲ - متناظرة ۴- متعدیة 


ونقول عن عنصرین ٤ب‏ مرتبطين بعلاقة التکافۇ س انیا متکافثان 
وفق ےس ونکتب 1 





مثال )١(‏ : إن علاقة التوازي المعرفة في محموعة مستقمات الستوي هي 
علاوة تکافؤ ودلك لانه ادا کان م 6 م ¢ مې ثلائة مقهات 
کضة من هذه الحمؤعه فان : 
۱- الستقم م بوازي نفسه م// م. فالعلاقة منعکسة . 
۴۳ سب ادا کان م || م فان مس || ماي م || م جه م | م 
والعلاقة متناظرة . 
۳ — ادا کان TE‏ و م || مې فإن م / م, والعلاقة معد ره 
أي : - لم و مر | مب ©ه م || مم 
مثال (؟) : إن علاقة التعامد بين مستقمات المستوي لیست بعلاقة تکافؤ 
و دلك لان م كستقم من هذه ا حموعة لا عکن أن کون 
متمامدا مع نفسه والعلافة لٹ منصكسة وهلا كفي 
للنرهان على ان العلاعة المذ كورة لمت بملاوة تمکافو . 
علاقة تکافؤ تحعل کل طالمن ولا ف عام واحد متکافنین 


۲۲۰ 


مثال )٤(‏ : لٹزمز بالزوج ( ٠|‏ ت ) للعدد العادي "| ب حيث يثل ۳ 
صورءة ( بسط ) الکسر وب جرج ( مقام ) الکسر و لتعرف 
ى جموعة الأعداد العادية العلاقة : 
<٤ (‏ )م ( س٤ع‏ ) جه ب. ع = س. < 
إن هذه العلاقة علافة تکافؤ لتمتعہا بالخواص التالہة : 
-٢‏ (تب٤)ح)ے‏ (ب٤ھ)‏ لآن تح .ب والعلاقة متمكسة 
۲ - ( تج )یاسکع ) حه (س4ع )مس (ت»<) ‏ وذلك لان : 
باع ین حر كعد شن سوك باع و الملاقة متداظره 
* - (ب٤ح)ے‏ (س۴کع) و (س٤ع)ے‏ (45ه) عه (بس»<) س (ک اه ) 
وذلك لان : 
ا و س کر < 5 ع سے سب ھ و سح 
لأنه اذا ضرينا طرفي المساواة الأولى ب ھ واستفدڈ من الساواۃ 
الثانة تحد : 


و بالتقسم على ع ( الدي لا دساوي الصفر ) نحد : 
ب ۸ < و < أي ( ت“ ) س (ك٣ش)‏ والعلاقة متعدية وهو المطلوب 


۲۳ - آصناف ( صفوف ) التکافو 
Classes #équivalence . Equivalence Classes‏ 
إدا عدا إلى الممال (۱) فنسوف نلاحظ آن علاقة التوازي العرفة ف 
جموعة مستقمات الستوي تقسم هذه ا حموعة الی جموعات حزئمة تتکون 
کل و احدة منها من جمبع الستقمات التوازید.فما بینها ونقول ان مستقمات 
کل من هذه الحموعات الزئية متكافلة مم بعضها من حبث کونها موازية 
اج متا . 


۳۳۵ 


| تعر یف : زد! عرفا ف احمروعة سر م علاقة شاف مس واذ! كن | 
( عنصر كيفي من سر.م فإننا نسمي المجموعة الجزئية من ضرم ألتي 
تتکون من العناصر الْكافئة ل م وفتى س صنف تکافو ( ونرمز له 
ب ص (() وتسمی (() مثل هذا الصنف . 





. كل عنصر س د سرم ينتمي إلى صنف تکافژٌ‎ -١ 

۲ - ادا اسشّترك صنفا التكافقٌ ص لب) »6 ص (ح<) بمنصر فإنہا 
متطابقان أي عثلان جموعة جزشة وأحدة من سرلم . 

في الحقمقة إذا كان س د ص (س) و س د ص (<) وبا أن علاقة 
التکافؤ مس علاقة متناظرة ومتعدية فاته يكون : 

سس مات و س م ج نے نام س و س ہ سح جه نغ من حك 

وإڈا کان س, دص (ب) فان س ےت وا اٹ ب ر < فانتا 
نحد س س = اي س 2 ص (ح) . فکل عمصمر من اله, نف الاول 

وشکل ماثئل نرى العکس فالصنفان متطابقان وهو المطلوب . 

۳- ادا کان ب» < غير متكافئين وفق م فان احموعتن ال حزثتن 


ص (ب) 0 ص (<) = 4 


۳۳۹ 


ج 2 


5 


سو 


تید 


5 
1 


RE يع‎ 


۔ م 
ده 











گر 
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مثال (۳) : إذا عرفنا علاقة س فی مموعة الأعداد الطبيعية ط بقولنا : 
« إن العددن الطسصین ب 6 ست زوحان آو فردیان معا » 
فان ے علاقة تكافق تحزىء المجموعة ط إلى صنفي تكافوٌ هما جموعة 
الأعداد الطبيعة الزوجية وموعة الاعداد الطبيعية الفردية . 
۳ — علاقة lلترتqa Relation d’ ordre » Ordered relation‏ : 
إذأ عرفنا ق سكان مدينة ما العلاقة ( ى سلف ل ح) فيا إذا كان 
دوق ك أو اعت .والدية: أو ان أحد اده فإننا نلاحظ أن هذه العلاقة : 
کے لان ت سلف ل ت مها کان ت من سکان الديتة . 
۲ - متمدية لانه اذا كان ب سلف] ل < > وح سلف ل و > فان 
ب سلف ل5 . 
م لاتناظرية لآنه إذا کان ب سلفا دج » وح سلفا ات > فان 
ب هي مت تقسپا ۰ 
أو في الوقت ذاته » فمندئذ نلاحظ أن هذه العلاقة تتمتم كذلك بالصفات 
الثلاث المذكورة قمل قلممل . 
( لقد آعطننا » کا بلاحظ »2 لكلمق سلف واخفض في هذين الثالن 
معنى آوسم من العنی الألوف حبث اعتبرنا الانسان سلفاً لنفسه واعتبرنا 
الدِنة اخفض من نفسہا) . 
وبصورة عامة : 
نقول عن علاقة س معر”فة في مموعة سیم نپا علاقة ترتیب فبا 
إذا کانت : 


١-منعكسة‏ «-لاتناظرية 





۲۲۸ 





وإدا کان ب س ت وفى علاقة ترتب فاننا نرمز لذ لك عادة بالشکل : 
بت < = أو ج > ب 
ونقراً ذلك بقولنا : إن ب سابق ل < أو واقع قبل ح کا نقول 
إن < لاحق ل ب أو واقع بعد ب . 
مشال (۱) : إن -لاقة الاحتواء د المعرفة في و (سرم) جموعة أجزاء 
الحموعۃ سم هی علاقة ترتیب . لآنه اذا كان بت » < » و 
الاحتواء : 
١ہ‏ ی دى علاقة الاحتواء منعکسة 
۳۲ - ادا کان ب د و < دب ےه ی - < الملاقة لاتناظرية 


۳ © © 


م س ادا كان ب جاع وا لح 5 > تب < 5 العلاقة متعدية 
مگال (۲) : آن علاقة « يقسم » المعرفة في جموعة الأعداد الطبيعية الموجبة ط* 
احا متسكسة : ہب وط* ت | ت 
۲ - لاتناظرية : ت | < واعدإتب جيه بت عد 
۳ - متعدية : تج » جاک عه بت اک 
مشال (۳) : ان الملاقة الألوفة ‏ العرفة فى جموعة الاعداد العادية هي. 
علاقة ترتسب لأنپا » كا هو راضح » منمکسة ولاتناظرية ومتعدية . 
4 - الترتيب الكلي والقرتيب الجزئي 
Ordre total . Ordre partiel . Total ordre . Partial ordre‏ 
|ذا درسنا علاقة الترتمب المرفة في مموعة الأعداد المادية .ع والي 
رمز نما ب سے فإننا نستنتج دسہوله أنه مپا کان _المددان المادیان <٤‏ 
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باکثر من 


واحد مثل : ) 


) 1۵ ( 
CONSE) 


تعاریف : 


۹ سے 


سهم من اتحاه 


elê‏ اما 
6 (٣ام)‏ 6م يي 


الشکل (۱۱۸) 


ادا و حد +۰ جموعة سر م مرتمة عمصر اب حسث 


بت جح س پا س و عرہ 
لسومة العنصر الاول ی هده احموعة ٠‏ 


نت > س باس 3 سر م 





فإننا نسميه الغنصر الاخبر في هذه الحموعة . 


مشال (۱) 


مشال (۲) : 


: إن الصفر هو العنصر الأول في موعة الاعداد الطسصة وفق 


علاقة الترتيب << . ليس هذه المجموعة عنصر أخير وفق 


: ان الصفر هو العنصر الأخير فى موعة الاعداد الصحصرحة 
السالبة والصدفر » ولس لهذه المجموعة عنصر أول وفق علاقة 
الترتيب >> . 


: نلاحظ فی ا حموعة ۵6۳۲ 1 الى عرفنا فیہا 


علاقة فة ترتبب «یقسم » أن المدد (۱) هو عنصر أول في هذه 
المجموعة لأنه بقسم کل عنصر من عناصر هذه ال جموعة ولیس 
ها عنص أخير لانه لا بوجد أي عدد من هذه الحموعة یقمل 
القسمة على کل واحد منہا . 


۳۳۲ 





٢۔-‏ لتکن ا موعة المرتسة ( سم » ی ) ولسکن كت عنصرين 
متقارنين وفق العلاقة اس الشكا ( جب . تعطى عادة التعاريف التالمة : 


١‏ - المجال الفتوح الذي يبدأ ب م وينتبي بس هو المجموعة الجزئية 
في سرم المكونة من العناصر س اللحققة للعلاقة : 
چرس چات س چ ۲س چت .... (٭) 

۴ سب ا حال الغلق الذي ممدوه ونبابةه بت هو ا حموعة الجزئمة ي 
سرم المحكونة من العناصر س الحققة للعلاقة (#) بالاضافة الى 
العنصرين »ب وترمز له ب [ ۵ »ت ] 7 

۳ ا حال المفتوح من اليمين الذي مبدوه م ونبايته ب هو المجموعة 
الجزئية في سم الکونة من المناصمر ا حققة للعلاقة (٭) بالاضافة 
إلى ت وترمز له ب ] "٤ب‏ ] . 

۽ - المجال المفتوح من البسار الذي ميدؤه ٠‏ ونمايته ت هو الحموعة 
الجزئية في سرم المكونة من المناصر احققة لاعلاقة (٭) بالاضافة 
إلى م وترمز له ب [ م4 ن [. 

مثال : |ذا عرفنا ق ا حموعة سم ۵۱۳۰۲۰۱ ۹0۸۷ 
علاقة الترتىب « يقسم » فانه بکون : 
Jarl‏ = 
or Slee]‏ 
[ 1۱[ < ردرتیں 
۸٩۰۳۱ << “> ١]‏ 


۳۳ 
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37 بم عم نی ف ١‏ 3 الاعداد الحققة غبر المد مد # هلاة: 
م 1 سے دهرف: في 5 ٤‏ وع الا ود اد اه عضر الممدورمة © علاوۂ 
اة ی بالشكل : 
س س ع ج س ٠‏ ع > . أي س و ع من :سارة واحدة , 
برهن أن هذه العلاقة علاقة تكافؤ . ما هى أصناف تافو هذه العلاقة. 
ادا عرفنا في ب العلاقة ى بالشکل : 
سس له ع جت> س ٠‏ 2 سے ۰ 
هل هذه العلاقة علاقة تكافوٌ 1 
ا حل : 


إن العلاقة : صن ماع <> س ٠‏ ع > . المعرفة في 17 هي علاف 2 
تکافؤ لانہا تتمتم باخواص الثلاث التالمة : 


۰ منعکسة : پاس د 6" س ٭ سن ہے‎ -١ 
: متناظرة : إذا كان س . ع > . فإن ع ٠س > . أي‎ - ٣ 
س ع کہ ع م س‎ 
: ممتعدية ۰ ادا کان س ۰ ع > ۰ و ع ۰ص > ۰ فان‎ ۳ 
۰ > ص‎ ٠ س‎ 

أي إدا كان س و ع من إسارة واأحدة وكان ع و ص من إسارة 

ونکتب دلك - 
سس ی ع 0 

و ججموعة الأعداد الحقيقية قمقمه السالبة . 


To 


أما اذا عرفنا فى. المجموعة رح كام با ہا الصفر العلاقة س٠ع‏ سے 
فان هذه العلاقة : 

تح کته لات م ا بن كه و س دي 

۲ - متناظرة لانه اذا كان سے فان ع . س > . 

م - غير متغدية دوم لأن علاقة الاقتضاء : 

س . ع ۰ و ع۰ ص کے + حه س ۰ ص کے . 

غير محققة -مثلاً من ال س ح جم ٤‏ ع = > ص = + إذ أن 
الزوج ( - ٠٠۴٣‏ ) محقق العلاقة الاولی س ۰ ع > ۰ والزوج ( ۰۰+ ۳) 
محقی العلاقة الثانية ع٭ص ک . بسنا لا حقى ال وج ( ۰۳ + ۳ ) 
العلاقة س . ص >> . 

إن ما تقدم يبرهن على أن العلآقة س . ع > ٠‏ المعرفة في المجموعة 
6 لمست بعلاقة تكافوٌ لانبا علاقة غير متعدية . 
۵ س- نعرف فی م (سرم) مموعة أجزاء سوم العلاقة : 

بے ح ہے (ھ م اب < 8 م ح) حيث ه عنصر معين من رع( سرم) 

. برهن أن العلافة س علاقه تكافق وعمّن أصناف التكافوٌ‎ -١ 

۲ - برهن صحة العلاقة التالمة : 

نانم < ( وفق ہے ) جه ات ۵ < ) ۸ ۵= 

٣۳‏ ماذا يصبح كل العلاقة ے اذا كان ه = ے اوھ = سے ؟ 
ال ۰ 

ان العلاقة ے علاقة تکافژ لانہا : 

٩ب‏ منعکسة : تیت جه ۵ ۾ ت = ۾ ب وهذا صحتح . 


۲۳۹ 





س متناظره : ب س ھ > ج یب لان : 


۵ م ند تح ل مح < PD‏ ملحت جح تير ماب 
٣‏ ۔ منعدیة : نب س = و حت س 5 سح ب مس 5 ودلك لان : 
ام وت و و < ]| وھ >= ><nA=un ® [sn‏ 


ان علاقة تساوی احموعات علاقة متعدية . 


اصناف تکافق هذه العلاقة : 


فان ا حموعات الثلاث هم »تب ٤٢ح‏ وكل مموعة مكافئة زا 
متڪافئة (وفق ی ) وهي تکوّن صنف تکافؤ قثلہ ه, نرمز له 
ب ص (ه ) إذا بدلنا به کل جموعة جزئية من ه فسوف تحصل 
عی آصناف تکافه هذه العلاقة لآن : 
5 - هذه الأصناف غير خالية لان کل واحد منہا حوی ممثله على الاقل. 
كه هده الاصناف منفصلة لانه ادا کان ۸ عو م۹ وحوی الصنفان 
ص ( هی )و ص ( هي ) عنصراًمشتر کاب مثلا فسوف یکون: 
2ه م محم مه که > 2 مب < 2 و ف دم 
وهذا يدي هې = هې خلافا ما فرضنا . 
۳ - کل عنصر ک من 2 (سح) بنتمي إلى و احد من هذه الاصناف 
وذلك لأنه إذا كان ه م ك ده ( قد تكون هي محموعة خالمة ) 
فا : 


ه مك ع ه مه ده وهذا يعني أن دود ص ( شب ) . 


۳۳۷ 


س أن فده انعلاقة ص ح4 لان 5 
e = 20> Au)‏ (ب مه) 6 (< 6ه) - 2 : 
فا ريع كا 
جم نا م 2 == م2 ( من خواص ۸ ) 
جے اب نج = ر وفق س ) 
م اذا کان ۾ = ى فان العلاقة ۵ م ماح ص م 2< محققة دوم 
ونقول ف هذه الحاله ان الم لافة ص عققة دوماً فبى مطابقة . 
أما اذا کان م = سم فانه تکون 1 


ی ت ر < جه ى = < والعلاقة مس هي علاقة التساوي . 


۹ - برهن أن العلاقة المعرفة فی المجموعة ( ب١٤‏ ح٤‏ 4)ھ) ہ٤‏ ط) 
التمشل الدیکارتی التالى هي علاقة تكافق : 


ا خل : 
إن هذه العلاقة علاقة تكافؤ لانہا : ۳ 


١‏ ل منعكسة إذ أنها نحوي سم 
العناصر القطرية . 

۲ - متناظرة إذ ان الاقاط المحققة 98 
لهذه العلاقة متناظرة بالنسمة ہے LITE‏ 
القطر . يقابل كل زوج من الشکل )٠٠١(‏ 
الشکل ( س»ع ) محقی لعلاقة الزوج (ع» س ) الناظر القطر 
محقی العلافة الفروضه . 

۳ - متعدية لأن الازواج المثلة للنقاط الواقعة على هذا الشکل حقق 
العلافة : 


۳۳۸ 


( س٩ع‏ ) و (ع»ص ) من الشکل عه ( س»ع ) من الشکل 
ملا (بت؟) رو (وءط ) من الشکل سه (ت»ط ) من الشکل 


 #” +‏ نقول عن علاقة س معرفة ف ا حموعة سرہ إنہا دائرية فا 
ادا حققت : 
پب م و تیک > و مب 
برهن أنه إدا كانت علاقة منمكسة دائرية فإنہا تکون علاقة تکافؤ 
وعلی العكس كل علاقة تككافؤ هي علاقة دائرية . 
۳۹ 
وعا أرن العلاقة دائرية فانه : 
وهذا يعنى ان العلاقة س متناظرة . 
وبما أن العلاقة س متناظرة فإن : 
(ب»< ) و (.<؛)3و) جه (یاب ) ے (ں؛٤و)‏ 
العكس : إذا كانت العلاقة ےم علاقة تکافؤ فانپا منمکسة ومتناظرة 
ومتعدبة أي : 
أي أن الملاقة داثرية . 
۲۰۸ - لتکن م علاقة معرفة قي ا حموعة سہ ولیکن 2 ييارن 
تاخ العلاقة ولرمز د A‏ للعذاصر القطر دےة فى الجداء 
سر م يمو سر ماو و ۱۰ بیان العلاوة العکستة . 


)۱٦١( ۲۹ 


4 رف آن قوشا : العلاقة 5- منمكسة. + - متناظرة . 
مس معد دة ُ تکافیء على الترتدب 


ٌ ع مد يميم 7 
إ٢‏ سد ثم د 2 ۳ سہ ار ہت سے لع ۳ سه 2 و داح 2 
Er‏ 3 7 و کر ي کي 7 ج‫ ك 
ى سے ب عل أن الشرطين (5) >(#) بؤدبان الى 2:2 عد 
/ ۴ 
الحل : 


اس ۰ ہج ؛ ےم یں ا 4۹ ۶ 
و ۱ ۱ 04 : م 7 کے ہے 
٩‏ تب J‏ فقولا پاب 3 ایہم رت سی فسا سے ۷ پک ۴ ( تی ات وت 


تح اہو سے 1 پا ا ا و 2 ور و ا ھا نٹ تا 
ء الیک ادا 0ل A‏ جح ند فان و ب5 لم د 2 ۶ ہیں 23 ربج 


1 
جري 500 
E: ê‏ ا گي سید 


a 


پیل ج3 ۷ یلم 


۳ - اد کان ١‏ ىن 224 ) د 2 فان ( جح 251/1 ا( عست تعر ثب 
الملاقة المکستة ) . 
وعا آن العلاقة متناظرة : 
فان ( ب»< ) د 2 ے ( جات ) 23 => (ن»ج) و ۱-3 
أى »ا ( ت ) 23 > ( ت٤‏ ) 23“ 
و دصوره مائلة بي( سكن ) د ۱-3 بس ( <اب ) 23 


وهذا يمني أن 23 ۱-9 
وعلى المكس اذا كان 3 - ١-3‏ فانه يكون . 
»(ن22<) 3 3 جه (ن»< ) و و-١‏ 
ولگ یه و لحان وو ع ات5 7 
وهذا ما ببرهن على أن العلاقة مس علاقة متناظرة . 
۳ - ادا كانت العلاقة متعدية فإنه يكون : 
نے )و3 ( هی )۵ 2 هه ( نا)23 


{° 


ادا حقی ( < ( العلا س وھ 
! ت»ک ) حقق العلاقة الر کبة ی هی آي أن (بس»©3)35 3 ه23 وهو 
دنتمي الوفت داته إلى 2 وهذا بودي إلى العلافة 2 ه د د 2 
وعلی المکس اذا کان 3 م2 د و وکان 
(ا تج ) ده و (<»ك )233 فان (ب»2و) 33 
وهذا ما بفسر قولنا ان العلاقة متعدية . 
۲ - ادا تحقق الشمرط الاول فپذا نمنی بات د من فان رہ تب )- 3 
قد رھنا ان 2 ه 2 2 0 ولنارھن الان ان کل عنصر من 8 دقع ق 2 و 2 , 
لتفرض را تج ) د 2 واستنادا إلى الشرط )٦١(‏ یکول 


ا 


و 
1ه 8 ٩‏ کے * j e‏ ۰ ۱ کے ۰ 
لصا ےہ ٭ سح 1 3 2 و عن هف أل 1 نے ٤‏ )| ہے 9ث 5 00 وھدا ھا 


بارهن على أن : 


2 د و و 2 
وبالإضافة إلى الشرط (۳) یکون 
2 س 3 و 2 


۹٠ہ‏ لکن المجموعة سم( تج و ی . برهن 
أن الحموعات الزئية ۱ »تب »-2) و او »ها و ای" 
تشكل تحزئة للمجموعة هرم وأنها تعرف علاقة تكافمٌ ر 
فى ا حموعة سرم معطاة بالشكل : 


س ی ع جه س > ع ینتمبان ای احموعة اطزئية نفسپا . 


5 
| 


لدينا : ( »تج و ای م) 
(۲ ۶ب »<) ماما عم 
ام واه عم 


۳ ۱ 


1 


و( بب ۶ب رر 
وإذا لاحظنا أرى هذه المجموعات الجزئية ليست خالية فإننا 
نستطيع القول إن هذه الجموعات اطزنمة تشکل تحزثة ل سر م. 
ان العلاقة ے علاقة تکافؤ لہا : 


_ همعد ره 


(س مس ع) ۸( ع ی ص ) حه س س ص 


٠١‏ - لتكن الجموعة سم ۰۱ 4۳۰۲ . بسن فما ذا کانت 
کل من حاعة احموعات ازئة التالة محزنة لحموعة سم : 


کر ےت رج رٹک 

۳۴ 6۱:۰۱ 6۱۲۱ ۱۳۱ { 
۳ 1 ۲۰۱۱»! 6 ۳۰۳۱ ؛ 
کل ۱ ۱ ۱۲ ۱ 


ال : 

ی تکون جاعة مموعات حزئبة مموعة ما» تحزئة شذه ال جحموعة؛ 
حب آن تحقی ثلائة شروط : آولا آن تکون عناصر هذه الماعة لدست خالمة . 
ثانا : المجموعات الجزئية منفصلة فما بننها . لا : آن یکون احخاعبا هو 
انحموعة الاصلبة . لنطنق هذا عی الحموعات العطاة فمن أجل : 

اذن لا تشکل تحزئة للمحموعة سم 
۲) ان عناصر هذه الماعة لست خالنة کا آن احموعات الزئة منفصلة 


واجتاعبا بساوي ا حموعة سر ادن تشکل تحزدة للمجموعة نسو احم م 


۲۰۲ 


. إن ا جموعتن الزثیتین غبر متفصلتن اذن لا تشکلان تحزثۂة‎ )٣ 


۱۱ - لتکن ا حموعتان سسہ و ,ع غبر ا حالتین ولذفرص أن ا جحموعات 
اجزئة سح ٢‏ رہ لے ف سم تشکل تمحز ة لحموعة سم . 
برهن أن اجموعات الزئية سروم بارع >» شرم بارع » 
تین کا تشکل محردة للمحموعة سوم < ۶ ۱ 
الل : 
عا آن ایم ٠‏ رہ ےر سم تشکل محزئة ل سہ فہی تحقق 
'لملاقات التالمه : 


“سير حمل ۰م عو عن جه ۱" یہ = ارہ ) ۲١‏ تسرہ ا حت ۶ 


١ 
. و تج زا تس را رحن < تلم‎ 
٤ لی تشکل ا حموعات الےزئة غير الخال سم > مر × ع‎ 
سس × .ع تحزئة امحموعة سم باع ؛ بجحب أن تكون منفصلة فا‎ 
: واحتاعہا ساوى ہے کے × 2 ۰ انتحقی مر هده الأشماء‎ -۰ 
لح × )ہم ( سرع بلاس ) ح [ز سر مص م سوم ) با ع‎ ( 
أخاصة التوزدعمة للحداء الدبکار تی بیج التقاطم ا‎ ) 
و ( حسب ا حاصة الاولی من خواص ال حداء الدیکارتی)‎ 
کذلك (زسس × ۱ہ (سے × ے) = ( سر م سم )×ع‎ 
aE 8 


ری ۷ ع) مه (سے ×ع)دڑزسہ م سرصم ) بارع 


1 


۳۳ 


وآخیرا : 
( سح ×ئع )ازسہ با ) نا ( سم بان ) 
= (( سے u‏ سے ) × ے ) u‏ ( سح × ے ) 
( الخاصة التوزيعمة للجداء الديكارتي مع الاجتاع ) 
= ( سے ن سے نز مرا ) × ے ( حسب الفرض ) 


= سس ۷ 2 و هو ا طلوب 


علاقة الغرتيب : 


العلاقة العکسة ٤‏ ر -' »> علاقة ترتدب على سء . 


الحل : 


إن العلاقة ص ¢ باعتمار ها علا و4 ترددب 6 ا 77 ولامتناظره و معد ره 


وتکون الملا وه رہ ۰ 
۱ 2 وذالك لان ) مم 1 3 س ےپ ) 4 ےا سی 1 
؟ - لامتناظرة لانه إذا كان ( ات ) و رت )دم بط 


فان : ( ت“ ) و ( گت )دی جات سح ٣‏ 
م« متعدية لانه اذا کان 
( ۲ات ) و راب2 ) دام ہر اج 
فان رت ) و ( ج٤ت‏ )د '= رخ ) 5 س-' 
فہی علاقة ترتدب 


۳٣ہ‏ س علاقة معرفة فى المجموعة سر . و ف موعة حزئدهة یق سرہ 


۳ : 





موی سس م ( ی + ف ) برهن صحة العلاقة : 


ی علافه زرب ق ہہ > ہی علاقة ترتیب في ف . 


ال . 


أن سان ااعلا فه س و لق 1 كتموعة الحداء الدىکارنی ف × ف , 
5 ی 0 ۰ > 


فالعلاقة ر علاقة ..رفة فى المجمرعة ف . 
وى ہس ۰ َ‫ 


3 فص ایب 3 
إن الملاقة هده علاقة ردب لاہا : 


اه 


۹ سم وع دق بي ل د فه فان 


تات ) د ے ۸ ( تاکب وف × ف > ( ت٤ت‏ )3 ہی 

+ الامتتاظر لان إدا کان ب٤<د‏ ف و[ (ت)٤<)و(<‏ ٤ت‏ )د ہی ] 
فان ر -: ) . ا[ کب )دی > تب جاح 

۳ ل متعدية لانه ادا کان ( ب٤=‏ ) و( <5 )3 ہی فان : 
ذاس»<) و (<4ى ) دس حه (ن 4ف ) 3س ومن جبة تنية لدينا 


ر تس٤ك‏ ) وف ×<اف وبالتالي فان (ب»©5ى) 9 ےی . 


ملا حطة 
نسمي علاقة التیب ہم المرفة في التم‌رین السابق علاقة العرتیب 
المسدنتجة من العلاقة ر فى انحموعة الزشة ف . 
۽ ٩‏ ۲ - إذا كانت ر علافة ترتسب معرفة فى جموعة الاعداد الطسصة > 
فک : خاصه اعد € فامطلوب : 


ت وضع الرمز الناسب << او > بين أُزواج الاعداد التالیة : 
EFE i VICES TT EO eo E‏ وو 1 ان 


Yio 


س بان فما إذا كانت علاقات الترتمب المستاتحة ی احموعات 
الجزئية التالية » علاقات ترتيب كلى أم جزئي : 
 (‏ جموعة الأعداد الطبيعية الفردية . 


< ال جموعة ۱۱۰۸۰۲۱ 


© 4 هوم‎ + ٣ عددان غبر متقارذین وفق س إدن‎ ٥ ر٣ إن‎ -٦ 
قابلة القسمة علىی ۳ أي بل ۳ ومنه 5 > ۳ ولکن‎ ٦ وأن‎ 
۳۵ + ۱۷ و٣٣٣ و ۳۵ غبر متقارنن وفی س إدن ۱۷ ٭‎ ۷ 


أما ۽ فبي تقسم 5 ای 4 سیق ٦١‏ ومله 4؛ < ١4‏ 


> - إذا نظرنا فى جموعة الأعداد الطبيعية الفردية فاننا نجد عناصر 
فہا مثل ۳و ه غر متقارنین وف . اٍذن فالعلاقة الستنتحة 
علاقة ترتسب حزئي . كذلك لو نظرنا في مموعة الاعداد ااطسعة 
الزوحمة فاننا د عناصر فما مثل ؛ و ٩‏ غير متقارنين وفق س 
فا وة الستنتحه علافة ترتسب جزئی . 


اما علافة الترتسب الستنتحة ی احموعة ۰۸۱۰۲۱ ۱) 


فهي علاقة ترتمپ کل اھ VASE‏ 


8۵ ۲ - لتکن ا حموعتان سرم ورع مرتشين وفى العلافة وك » . 
خعرف علافة س على ا حموعة سم × ع من الشکل : 
زس 4ع EZS EAE a) E EE‏ 


بر هن ان هده العلاقة علاوه تر ندب 


۲٦ 


الحل : 
إن العلاقة س علاقة ترتيب لآنما : 
کے مرا رن 
(س ۶ ع )مس (س ٩ع)‏ جه (س << س ۸ ع < ع ) 
کے لاف لا 
( س ٤ع‏ )م ( س٤ع‏ ) جه ( س کس ۸ع کعې) 
و ( س٤ع‏ )( س٤‏ ع)) ج ( س کس ماع ک ع ) 
ومن الواضح أن المتراجحات الأخيرة تؤدي الى : 
سې = سې و ع = ع ې ومنه : ( س ۶ع )=( سې ؟ ې ) 
م تع ات 
( س ٤‏ ع )ى ( س٤ع‏ ) جه ( س کس ۸ع <نع,) 
و ( س٤‏ عم )ع( س٤ع‏ ) جه ( س کس ۸ وع ک عم ) 
ون التراححات الاخبرة تؤدي إلى : 


EEE ENS) 


۲- ان الشکل (۱۲۰) هو التشل السپمي لعلاقة معرفة في موعة 


النقاط ان ٤یپ‏ ٤ہ‏ ان ٤یہ‏ کت بر هن > ۱ 


متم اة علا ریت 
الحل : 
هو ا و خواض تاه 
۱ - منمکسة وذاك لان کل نقطة من نقاط الحموعة تقم في عقدة 
تشير إلى أن هذه النقطة مرتيطة مع نفسها . 


۲ ۷ 


۳ سب لاتناظرية لانه لا بوحد أي روج من هده التقاطل مرتط دسہمین 
من اتحاهين محتافين . 


۳۔ مہعدیة لاس الشکل مؤولف من جموءه اه من الشكل 


سا بان تاج حقی علاقة التعدي : 


نان م پان ۴ E al‏ ا > بابي عم امال 


ےھ 


ره 
0 





الشکل (۱۲۰) 


تھا نی نیلوا 


19 لتككن سرم مموعة مثلثات المستوي ولتككن مس علاقة معرفة 
فى مسرم محاصة « التشابه » . 
برهن أن هذه الملاقة علاقة تكافر . 
5١8‏ لتكن سم مموعة مستقمات الستوي . لتكن س علاقة معرفة 
فى سرم مخاصة « التعامد » . 
مل العلاقة ے علاقة تکافو ؟ 


۹ - لتنکن ط مموعة الأعداد الطسعمة . لنکن ا۔م علاقة معرفة 
في المجموعة ط »ا ط بالشكل التالى : 
( تب ) م ( ٤ی‏ ) جه ( + وحن اح 
حمث ( »بت ) و ( جهو ) دا ط باط . 
۱ برهن أن س علاقة تكافمٌ . 
؟) أوحد أصناف تكافوٌ العناصر )74١(‏ 6 (١»س)‏ 6 (۴٤ه)‏ 
۰ ۲ - لتکن ے علاقة معرفة في جموعة ما . برهن صحة ما يلي : 
س علاقة تكافؤٌ سے س )|| ے-' علاقة تکافی . 


۷ - لتكن ط جموعة الأعداد الطميعية . ولتككن س علاقة معرفة 
ط بالشکل س مع جه س|ع حيث س ۰ع د ط . 
۱) بسن خواص العلاقة مس وأوحد الملاقة العکستة م -۲ . 
؟) برهن أن العلاقة س ن م -۲ علاقة تکافو . 


۳۹۹ 


۷۲ لتکن ا جفوعة مزلم 2 ۵۱ »تب << »و »هل > 1 . 
سن ففما (دا کانت ا حموعات الزثة التالمة تشکل گھزئة 
المحموعة سم : 

۵ ۱ 6۵۰2۰۲۱ (ت 6 یف | 
{csc} {c>} C {Sco} } (r‏ ( 
۳۴( وہ ھ4)) (حا) إف؛د) ) 
۳ - لتکن ال حموعتان سم و ع . بن فا إدا کانت ا جموعات 
الجزئية التالية تشکل محزئة لمحموعة مسرم ن .ع : 
۱ (سہمع 2 سرم اع ياعم سرم|] 
۷ إسہمع » سم-ع » سم للع ) 
+) إسرم م ع » سم ۵ ع). 
6 ۳۲ - نعرف نی برع » جموعة الأعداد الحق.قية © العلاقة : 
س سر ع جے س؟ ۔ ع' سے س ع 
قرر فما إذا كانت هذه العلاقة علاقة تکافؤ وإذا كان الأمر كذلك 
فا ھی أصناف التکافؤ ؟ 
۵۸۵ - علن علاقات التکافؤ من بين العلاقات ا لعرفة بالاشکال التالیة: 


٣ 
: ۲ 
م‎ 8 
٠ ۲/2 
ض‎ 


الشکل (۱۲۱) الشکل (۱۲۲) الشکل (۱۲۳) 


۳۰ 


۹ ۲ ۳۳ - ادرس العلاقات التالية المعرفة في جموعة نقاط المستوي . عمّن 
اُصناف التکافؤ عندما تکون العلاقة الذ کورة علاقة عکافة . 
٦ے‏ ب ٤‏ < على بعد وأاحد من نقطة ثابتة م . 
٢‏ بے ٤‏ حح يقءعأن في نصف مستو واحد محدود بستقم ممین ل. 
م ب >< لا يقعارن في نصف واحد من نصفى الستوي 
اللذين يفصل بينها مستقم معين ل 
۷ - نعرف في صم » جموعة الأعداد الصحمحة » العلاقتين : 
( س٤ع‏ ) 3 س E‏ مضاعف ل ۲ وس 
( س4ع ) د ی" چه س - ع مضاعف ل ۲ آو ۳ 
هل العلاقة س علاقة تکافو ؟ وإذا کان ذلك ما ھی أصناف التکافو ؟ 
هل العلاقة س' علاقة تکافو ؟ 
۸ ۲۲ - لسکن ا حموءےة سم - ۱۱ 6A“<VY ‘To 4 ‘FY‏ فی ۰ 


لتكن م علاقة ترتيب معرفة في هرم يخاصة « بقسم » . 


کے 
e‏ 


ضع الرمز المناسب بين أزواج الاعداد التالمة : 

۲... ٤) ۹... ٤ Foc CA ccc ٤ ۹ ..٣۳ 
اکتب جميم المجموعات الحزیة فی سم والرتبة ترتداً کل‎ )۲ 
وفق العلاقة الستنتحة من الملاقة س‎ 


۹ - هل يمكن لعلاقة س على موعة سم » آن تکون علاقة ترتدب 
وتكافو في وقت معا ؟ 


)١‏ س علاقة ترتدب مه ے ں ے۔ علاقة ترتدب فى سر م. 


۳( س علافة قر سب ج ے علاقة ترتسبفى کل جموعة جزئمة فق مرم . 


۳۱ 


۳۳۱ 7 تم الحموعتان سم و .8 المرتدتان وفی العلاقتین م و سپ 
عبى الترتسب . نعرف علاقة س > في المجموعة سم .8 » من 
الشكل : 


( س ٤‏ ع ) س ( س٤‏ عم ) جه ( س م سم ۶ ع مم ع ) 


ےہا 
1 سوہ سی ھب ۰ .۰ کس ہے 
رهن ۱ 5 ص علا وه در ند 3 رهن أنه ادا كانت م٠‏ و r‏ 


علافی ترتب کی فان ے علافة ترتسب کل 


YY‏ الحموعتان سم و 2۶ مرتسن رفی العلافتی ہو ہپ 
نیز از زر مب 8 عرف علاقة مي ی ف المجموعة سر × ع من الشکل: 


0 7 مر یرد / ۹ 1 es‏ 
وخا د ين ھی و ا 2 لاو م لا و س کټ "رم 
او سو کن 2 


رهن أن هذه العلاقة علاقة ترتيب ( الترتيب المعجمي ) . 


٣‏ أضف الى البیات ‏ ؤ 
الشکل (۱۲4) سپساً " ۳ھ 
واحسذف آخر لنصبح 
ہمان علاقة ترتىب . 


٢٣ٛ۶‏ ۔ ھل العلاقة التي بیانہا کا 


و لد (۱۲۰) هي 


57 





YoY 


6 -- نعرف ی الحموعة : ۰۱۱ ۰۵۲۳۰۲ 6۱۰۰۸۷ 


(YY )p=2 
ریت‎ ۵ € (%1) 6 (Y6) 
۰ ) ) ۱۳۰۱۱ ( 


۱۲ ۱ علا و4 مایا : 


۸ ( ۲۳ ) 6 ز :6 6 (16۵) 6 16۱ ) 6 
4 | 


مس هد | السان دبکارتما و سما و اعمه ہصح بان علا و4 در تسب حزني . 


ا وب وارشادات 


0 و ۳) محزئة . 

علاقة تكافؤ . 

شکل )۱۲١(‏ علاقة تکافؤ . 

0 و ۲) علاقتا تکافؤ . 

س علاقة تکافؤ . 

ے٢۲ے‎ 6۳ 6 ۸ 6۱۲ ٦ 


EOE پا‎ 7 ۲ 
. 1۱۰6 ۵۱ 46 ۳۷ 


نعم إدا كانت العلاقة س متناظرة ولامتناظرة في نفس الوقت. 
لست علاقة ترتدب لان کس و . 


Yor 


الْتَعبُل انام 
النواجع ‏ اللطبيقات 


درسنا فی الفصل ا حامس العلاقات بين عناصر مموعتين متشاينتين أو 
ويعداً مفبوم التابع من المفاهم التي لما تطبيقاتها العديدة في الحياة . 
5 -- أمثلة توضيحية : 
مثال )١(‏ : لمكن : سم - | سامي » ماهر » حسان » باسل » جال ) 
و .متم > (الموسيقى » الرياضة » السماحة » التصوير ) 


والعلاقة من سم ای ع العرفة باخاصة ( س عارس ع ) 
حبث (س *ع ) د سم ۰« .ع والمثلا سبساً بالشکل (۱۲۰) . 








مال )٣(‏ : لتكن جموعة الدول 
سح - | العراق » فرنسا » سورية » الاردن » روسا | 
ویموعة الدن برع < [ باربز » بغداد » دمشق » عمان » لندرن_ ) 
والعلاقة من سوم إلى .تي المعرفة بالخاصة ( س عاصتہاع) 


حيث ( ساع) و سرم « ام والممثة سهما بالشکل (۱۲۷) : 


لا 
سس 


سم اشہن ۷اا 56 
مثال (۳) : لتکن موعة الأشخاص 
سم - عامر » هاني » ماهر » حازم ) 
و موعه الأعمار ۶2 جح ٣٥ ¢ {e ¢ ۳ ¢ O‏ ا 
والعلاقة من نشخ م إل ۶2 المعر فة بالخاصة ( س مره ع ) 


حیث ( سعع  )‏ سوم «ا رم والممثلة سهميا بالشکل (۱۲۸) : 


۱ 4 
حادم 
ماهر ۰۵ ۳ 
هاف ۵ ۲ 
۷۱۹ 
عامر 
سم الشکل (۱۲۸) ٤‏ 


)۱۷( ۲٥ 


مشال (؛) : لتكن موعة الاعداد سم- ۸۰۱۰۰۰۱۱ 
ع +811 ۱۸۱۷ 


والعلاقة من مسرم إلى ع العر فة بالخاصة ( س یقسم ع ) 
حبث ( سعع ) د مسرم »ارع والممثلة سبمبا بالشكل (۱۲۹) : 


الشکل (۱۲۹) 


۷ - مفهوم التابع : 

بتدقیتی احططات السپمبة الأربعة السابقة نری نی الثالین ( 1۱ ) 
أن پیض العناصی من سیم بنطلق منپا سیم واحد فقط » والبمض الاخر 
بنطلق نپا أکثر من سپم » بینا نری في الثالین (۳۲۲) آنه ینطلق من 
واحد فقط ) . 

تسمى الملاقتان فى الثالين ۲ ۳۲ ومشلاتا علاقات تابعية آو توابع . 
و مه ۰ 

التابع : نقول عن علاقة ثنائية من سرم إلى .۶ إا ابع 
Fonctien . Function‏ إذا كان لکل عنصر من سیم مقابل واحد 


على الاكثر من .ع . 








۳۹ 


مثال (۵) : العلاقة الي بسنها الشکل (۱۳۰) لبست تبعاً لآن العنصر /١‏ 
له مقابلان ها < » و5 . 





الشکل (۱۳۰) 


مثال (+) : الملاقة التي بسانها ((۷/۳) » )4٤۳(‏ > ( 1۲ ۲ (۱۰»۵) 
لست تابه لآان العنصر ٣‏ من منطلقہا له مقابلان هما ۹ 
من الستقر 

مثال (۷) : لتکن الحموعة سم ۲۱۰۱-۲-۱ ۳). 
والعلاقة في مزلم المعرفه بالخاصة س يليه العدد ع مباشرة حىث 
( س ٤‏ ع ) د سہ × سہ 

إن بان هده العلاقه هو . 

و ((- ۰۲ -۱/) ۲۶۱۰۱۸۰۰۰۰۱-۱ ۲( ۱۳۰۲ 
وفق العلاقة الفروضة . (فالعنصر ۳ لیس له مقابل ولکل من بقة 
العناصر مقادل واحد فقط ) فالعلاقة الفر وضة هي ابم ۲ 
هه - تعاریف و اصطلاحات : 

۱ - !دا كانت لدينا علاقة تابعية س متطلقها هرم ومسةقرها ع 

فإننا نستعمل الرمز تا CAE)‏ ونکتب : 


YoY 


3 
ا سم .۳8 او سم سم 


ونقرأ : ( 6 تابم منطلقة سم و مس قر ہ ( 6 7 ) 5 تدم 
من سم ای ہے ) . 

۲ سب العنصر الوحند ع من المستقر الدی برتبط بالعنصر س من النطلق 

وفق التابع ] سمى صورة س وفقى تا أو قيمة التابع الموافقة 


ورمز له الزمز تا (س) ویکون تا (س) دع 


بهد | ااعنصر عنصر من مدر وفى هذا التابع وموعه عناصر 
المنطلق التي برتبط كل منپا بقابل وحید من محوعة الستقر تسمی 
جموعة تعريف التابع ( قاعدة التابع ) وعلى هذا مجموعة بعريف 
النايم في المثال (۷) هي ا ۲ات اک fr“‏ لآن التابع 

وجموعة تعريف التابع ف المثال (۲) هي العراى > فرنسا > 
سورية 6 الاردن ) والتابع عير معرف من ال اض (روسا). 


مثال : العلاقة س امجموعة : مم - إن ٤ح +٤‏ ٤ھ‏ ٤ط)‏ 
ای احموعة :.ع ۲۱ ۰۳ ٩۰۷‏ 
الي عللها الشکل (۱۳۱) هي تابم . 


لان کل عنصر من جموعة المنطلى سے دقابله عذصر واحد وقط من 
حوعة الستقر .ئم . 


۲٥۸ 





الشکل (۱۳۱) 


ولذا نکتب : 5 : سوم ه يع ونمني بذلك التابم الذي : 
منطلقه سم < اب » <؛ و و »ط ) ومستقره ع |۰۷۳۲ )٩‏ 

إن صورة < وفق هذا التابم هي ۲ آي 5 (<) = ج 

وصورة ب هي نفسپا صورة کل من العنصرین 5 » 2 

فللعناصر الثلاثة نب )ك > ® قمة واحدۃ وفق التابع الفروض 

أي أن: 5 (ب) ح ٢‏ (د) ستا(ھ) - ۲ 

ونلاحظ أن التابم غير معرف من أجل العنصر ط من سم 

شجموعة تعریف هذا التابم هي اب »<؛ و »و ) 
۹ - طرق تعيين تابع : يمكن تعبين تايع بعدة طرق متها : 

اولا - مخططء : 





مثال )١(‏ : التابع 6 : سہ ے .ع المین بالتمثیل الببانی ف الشکل 
(۱۳۳) 





الشکل (۱۳۳) 


مثال (۳) : التايع تا : سس سه ع المين بالجدول الآتي : ˆ 


سم ب ہس 5 


جج ۱ ۳ مم وی 


مثال (؛) : التابع تا : سم -+ عم ال عن با حدول الآتي : 


١6 ب4‎ ٠ ۷ ۰۴ ۳ 


سم|ع درحه| درحه درحة در سحة 





سے تچ ہی شش 
می ہم یمک بو سوسس | مو جہرموممس-مسچسوچسکے ا گت 





مثال (ه) : التابم تا : یہ .ع المین في الشكل (:۱۳) . 


۳ ۳۰ 





مثال : التابع 6 : سیم > ۶ الدي بنانه : 
2ے ((٣عك3٦)‏ ء (۹۰۰) ؛ ( ))٢٢٢۶‏ 
وواضح أن" : ٦)۲‏ ؛ a= (r)‏ “< )¥( = 
ثالٹا -- بقاعدة ريط أو أكثر : 
مقال )١(‏ : التاہم 6 : سم برع من سم | ۲ ۵61 
إلى .ع = ۱/۵۳۰۱ ۷) وفی قاعدة الربط ع = س ١+‏ 
حبث (س ٤ع‏ ) د سم × ہے ویکتب التابم في هذه الحالة 
تا : سریہ ے مع 


س ہے س ( ۱ 
أو بالشكل : تا : عیہ مع : س ےس پ١‏ 


۱ 


فين کت 
س + ۱ 





مثال (۲) : التابم ۲ : ع سم ع : سا سه 
حبث ,ع مموعة الاعداد المادية . 
وواضح أن هذا التابع معرف من أجل جمسع قيم س عدا القم التي 


تعدم المحرج أي إذا كارت س + ١‏ ع ٠‏ إن جموعة تعريف هذا التابع هي 
غ-(-١/‏ ویکون لدینا مثا : 


آ(0)ع-- ١‏ 6 آ(ر+و)ع. 6 5(م) ع 4 . 


١ 
۲ 
مشال (۳) : لسکن التابع ۴ با + یل ( حمث بع موعة الأعداد الحقبقمة)‎ 
: والمعرف وفق قاعدق التقابل الآ تدتّين‎ 
سض سد سب سی إدا كان س حت.‎ 
. حم إذا كان س س‎ 
= أي آن : تا(-ه)عده 6 ۲(-۳<۶)۳ 6 و(‎ 
...)۲ تا (ه )عه 6 5 (۷) < ۷ 6 5 (۲۰) ده‎ 
: ونعبر عن مذا التابع بالشکل الق‎ 


۱ سوت رم ادا کان س سے م 


ملاحظة : 
ترى مما تقدم أن التابم دتعين ماما عمرفة : 
-١‏ جموعة الماطلق : وهي الجموعة التي يأخذ المتحول قممه قببها . 
۲- جموعة المستقر : وهي المجموعة التى يأخذ التابع قيمه فما . 
۳ - القاعدة أو القواعد الني يتم وفقها التقابل بين عناصر المنطلق 
والمستقر . 


۲۲ 


۰- انطباق تابعمن د ٭٭ ت٥4‏ نءدزہئ) ٤٭٭ص+1نءصتول)‏ » : 
إدا كان لدينا تارمان تا : سم هقی 6 تہ : سح سا 
ووجدت جموعة صم محيث ص, د سم >2 صہ د سم 


وإذا اتفق أنه من أحل كل عنصر س د صم در ون ق (س) ح ئل (س) 
فإننا تقول إن التابعين تا > تا, متطمقان في المجموعة صرم . 


مثال : بملاحظة التابعين الممثلين في الشکل (۱۳۰) : 





5 : سوہ سم ری 5 میس یں ا 


۲ 
(1۳o) الشکل‎ 


نرى أن المجموعة الجزئية »)دس 6 ۶۱ ) د سم 


۲ 


ونلاحظ آنه : پوس دإ یھ ) يكون ٹل (س) < تا (س) 
ان : تې (ئ) ٢‏ حٹ (4) 6 ٢‏ (ھ)ے ے٣‏ (ه) 
فالتامعان 0 ٤‏ تپ منطمقان ف المجموعة ( و »2 ) 7 

نقول عن یمین تا, » تاپ نها مقساویان ونکتب تال تال إذا كانت 
جموعة تعريف الأول هي نفسها جموعة تعريف الثاني » وکانك 


تال (س) = تال (س) پ س من مموعة تعریفپیا الشترک . 


1۳ 





الشکل (۱۴) 


والتابع ‏ تا : سم ی : س سے ۲ س + ۱ 
حمث سم ۳۰۲۱ 
إن هذبن المایمین متساو بان آي تا = تام لتساوي جموعي تعر نمیا 
من جبة ولآنه من أجل أي عنصر من مجھوعة التعریف تكورن صورة 
تا هي صوره تام نفسہا 3 
مثال (۲) : التابعمان تا, : ر) * سه ب : شش بھی 
تأى : 5 سه را : عو رحب یق" 
جموعة تعردف الأول هى موعة الأعداد الحقيقة الموجية + 
وموعة تعريف الثاني هي جموعة الأعداد الطبيعية ط 
و ما موعتان ختلفتان فالتابمان الفروضان غير متساويين أي' تا, عج تا, 
لاختلاف مموعی تعريفها رغم آن قاعدتي التقابل فیپا واحدة . 
”م مدد تابع » :«Prolongement ¢ Extension‏ 
لیکن التابعان تا : س > ےم ؛ تا : سح > رم 
ولنفرض أنبا منطىقان ي سر م فتکون سے د سل 
وإذا كانت ع د ع, أا يقال إن التابم تا يمدد التابع تا, على مرم, 
أو إن تلى ممدد تا, على سرم, : 


۲۰ 





الشکل (۱۳۷) 


مثال )١(‏ : لقد وجدة أن التايعين الواردين في الشكل ( (۱۳۰) منطبقان في 
الجموء -ة (5») » ولکن لیس آي منپا مسدداً للاخر 
اسان عدة : 
فها ليسا منطبقين في بموعة تعریف أحدھھا ولیکن تا, 
وججموعة تثعريف نا لدست محتواء ف موعة تعريف تا 
کا آن مموعة المستقر للتابع تا لیست محتواة ق ۳ 


۳۳- مقصور تابع Restriction‏ 


إذا كارت لدہنا۔ تابعان ی : سوم ے مع 6 تا : صرہ ہے مجع 


حيث صرہ د سم . وکنا منطبقن ی صم می التسابع تا مقصور 
النايم تا ب في طم . 
مثال : : التابع تا, في المثال )١(‏ من الفقرة السابقة هو مقصور التابع تاى 
و رہد 
ملاسعظلة : 


واضح أن للتابع الواحد مددات عديدة على جموعة مفروضة . 


۳۹۹ 


مثال : التابم تا : ی * ه 6+ :٠س‏ هاس شكل (ه١١)‏ 
بقبل تابعاً مدداً له التابم تا : ر ی :سم س شکل (۱۳۹) 
والتابع تا: 6 ےه ب : سم |س | شکل (۱8۰) 
كا يقبل ممدداً له كلا من التابعين الممرفين کا بل : 


ہت س سه تر كسب جبري ما إذا کان س د -(.) 


تا: سس وس 1 ۰ 
اس سم سس + ١‏ فا کلاس وم--(/ 


كا في الشکل (۱:۱) » ولو مثلنا التوابم الأريعة في شکل واحد 
لحصلنا . على الشکل (۱۲) 


ظ8 8 
۱ 


وو 
و 


2 © 


۴ 
انشحل (۱۳۸) الشکل (۱۳۹) الشکل )۱٤١(‏ 





“re «(O 





)۱٤١١( الشکل‎ 


ونلاحظ أن هذه التوابع منطبقة في المجال [ ١‏ » + مه [ 
وأن ی هو مقصور كل من تی 2 في هذا الجال . 
وأن که من ۳ a ٤“‏ هو عدد التابع a‏ على جموعة الأعداد 


: Application < Mapping التطبيق‎ - ۸۱ 


مثال : الشکلان )۱٤٤٣[(‏ یثل کل منہا تابع ولکننا نلاحظ فى 
التابم المثل وم )۱٤۳(‏ أنه توجد ٭ناصر من a‏ 
يرتبط بها أي عنصر من ستقر کالعنصر ۷ ۲ مث بینا نری فی التابم 
الممثل سهميا بالشکل ا برتبط بكل عنصر من مموعة منطلقة 


عنص من جموعة مستقره 





الشکل (2؛١)‏ 


فللتمہیز بن النوعين لسمي کل تابع من النوع المانی تط تطقا وھ 





تعريف : إدا كانت مو عه دعر دف تادعم اه ى ججموعة منطلقة دفسها 
فاننا نسمي هذا التابم تطبیقاً أي أ التطسق علاقة برتبط بكل 
عنصر من منطلقہا عمصر واحد من مس قر هل 
س ا 


۳ ۷ 


وسنستعمل للتطسق الرمز تا نفسه الدي 'ستمملناء للتابع » فالتطبيق 
من ائحموعة مسرم إلى المجموعة .ع يكتب بالشكل تا: مسرم هع 
ومن الواضح أن التطبيق يكون معرفا على جميع عناصر المنطلق سہ في حين 
أن التابع يكون معرفا على جموعة جزئية من مرم . 
وبا التطبيق المقترن بتابع : 

لیکن التابع تا: سم 4 ع العرف عی احموعة سر م, د سم 

إن هذا التابع يسمح لنا أن نربط بکل عنصر من سس عنصراً 
واحداً على الأكثر من رع . أي أنه يعن التطستق تل : مرم, ه برع الذي 
نسمه التطبیق القترن بالتابم تا . ونلاحظ آنه من اعل کل غتضرز من 
من سے يكون للتابع تا والتطبيق تا, الصورة نفسپا » ولدا فان دراسة 
التواہم كن أن ترد إلى دراسة التطبيقات . 


۱ 
مثال : إذا كان لدينا التابع تا : 6 سه 6 :س سه لس 
۱ س ۔- ١‏ 


حمث 5 محموعة الاعداد القمقبة فان تموعة التمریف طذا التابم هي 
ب -  )(‏ 
فالتطسق القترن به هو : 

س + ۱ 


تا : 6( اتک کی 





۹ -- آنواع هاه- من التطبیقات : 
التطبیق ollٽ Application Constante < Constant mapping‏ 
مثال )١(‏ : بفرض سم ۱۰۰۰۰۳۰۲۱ 6 ,ع - ۱۳۲۳۰۰۱۷ ) 


۳۸ 


فالعلاقة العرفة الشکل ( ص دقسم ع ) حیث س د موم ۲ عو 
تعين التطبيق الممثل في الشكل (0؛١)‏ ونلاحظ لاحظ أرن تیم 
عناصر منطلقه مقابلا ايتا من الستقر هو العنصر ۳۰ لذلك 
ندعو ھذا التطسق تطبيقا ثابتا . 





کال (۲) : بفرض سوہ = [بمليك » طرابلس » ببروت » زحلة ) 6 
مم = (سورية » الفرب » لبنان ) . 
فالعلاقة المعرفة كلآتي ( س مدينة في القطر ع ) حست 
س د سم » ع ديع تعين التطبيق المشل سبميا في الشكل 
(145) ونلاحظ أيضا أن مبع عناصر منطلق هذا التطبيق 
مقابلاً واحداً لا يتغير هو العنصر لبنارن من المستقر فهذا 
التطبدق عو تظسق ثابت ایضا 'وهنه: 





الشكل (۱4۵) الشکل )۱٤١(‏ 


تعریف : نقول عن تطبيق تا : سم ع انه تطبیق ثابت 
ادا کان : 


( باس و سوم ) >2 تا(س)) اب حيث ب عنصر معان من ہے 


۳۹۹ 


« Application identique < Identity nappi1چ:‹‎ قباطلkا التطبيق‎ 


مثال )١(‏ : بفرض سم - إم > ه » )٩‏ فالعلاقة س من س حت س د سہ 


تعين التطبيق الممثل سپسا نی الشکلن ( ۰۱6۷ ۱۸ ) ونلاحظ 
2 هد | التطسق أن : 
تا (م) = ۴ 6 تا (ه) =ه 6 تا (4) = ٩‏ اي ان تا (س) = س 
نسمي مثل هذا التطبيق تطبيقا مطابقا ونرمز له بالشکل بر 


أو م وبقرأً الہ لمطسق الطابق فى سم ۹ 











سہ 

الشکل )۱١۸(‏ 
مشال (۲) : الأشكال ( ۱۵۰۱4۹ ۱۵۱) تثل تطعا مطابقاً راذا 
في ۲۱ > ۳ : 
۱ ؟ 1 
۱ | ۲ ۱ ۳ 
4-۰۱ الاك 

س ١‏ ۲ ۳ ۲ × 
نے ےت تایب ۲ اا ا 
تا (س)۱ ۱ ۲ ۳ پا سا ۳ × 











الشكل (5؛١)‏ الشكل )٠٠١(‏ ۲ 


"۲۰ 








تعریف : التطبيق من سوم الى سرم الذي نربط وفقه يكل 
مطابقا في سم ونرمز له بالشككل م بدلا من تا ويكون : 


(س د سم ) 6۰ عبن سس )سس 


أي م : غریہ ے للم : سن ےہ س 
سر 0000000 


المتتالية » e Suite « Sequence‏ : 
مثال (۱) : لکن سم - (۱ ۶ء )ه٥‏ 
۳ < | ماهر » سمير » حازم » غازي ) 
ولیکن التطبيق من 





لیے ےت 


سرم إلى .ع الممثل 
سبمعيب؟ بالشككل 
(۱۵۲) : 





سزلی 


3 

)١6١( الشکل‎ 

مثال (۲) : إذا تقدم لاحدى المسابقات 7 شخصاً وأعطينا لكل واحد 
منهم رقماً واحداً معنناً خاصا به من جموعة الأعداد 
سم > ۰.۰۳۲۰۱ ۷۹۰) فان لکل عنصر من هذه 
الحموعة مقابلاً واحداً من جموعة الأشخاص المتسابقين . 

مثال (۳) : لیکن التطینق تا : ط ه 6 : س سے س" + ٣‏ س + ١‏ 
ولنرمز للنطبيق بالرمز ح بدلاً من تا ولترمز لقم هذا التطبيق 
الرمز 2 أي ج : 9 سه و فسکون : 


(۱۸) ۲۱ 


ج = ۵ » جم = ۱۱ ٢‏ ج = 0۱۹ ٤...‏ حر =" بو + ۱ 
بتدقتى كل من هذه التطبقات الواردة في الأمثلة الثلاثة نلاحظ آن 
المنطلى فى كل منبا هو جموعة الأعداد الطبيعية أو جموعة جزئة منهبا 
رال بهن منوعة اغا الس هذا التوع بن التطييعات الا وط 





تعريف : الأتالية هي تطبيق منطلقة جموعة الأعداد الطبيعية أو 
جموعة حزئة منہا وهسةره عروعه ما عد دية أو عبر عددية ۰ 


1 a e r ait yn, r a Rr raging و ی ا ف‎ 


ط, دط کا نكتب حر بدلا من تا (2 ) وتعطى التتالدة في اکثر 
الأحمان بالشكل : 
ج و "a‏ 0 وم ¢ 2۳ گے ( و سمی اد 2 الحد العام 
للمتتالمة أو الحد الدي رتله تا نے 
ملاحظة )١(‏ : 
ادا کانت 6 جموعة منتبمة قلنا إن المتتالمة منتبسة و إلا فبي غير منتبمة. 
ملاحظة )٢(‏ : 
فى الحالة الخاصة التى یبکون فضہا مستقر المبتالىة بموعة عددیة نسمي 
التالة عندئذ متعالية عددية . 
2 
مثال )١(‏ : اکتب ال تتالة غیر النتپبة التی حدها العام رک 
م منل الحدود ¢ >> ¢ کح اج 4“ حى 4 .... من هده 
المتتالة على مور . 
الحمل : 


ىدل 2 بالاعداد CFE‏ على الترتدب فاحد : 


۳۷۳ 


© 
«| < 


٥ ۳‏ 
خی سے 6 سے 4 کے کے 2 کت 
€ ۳ 04 ۲ .کہ ہے =۳ ج = 
۹۷ هم 
وڈ و ترف 
١ 5 f‏ 
5 


الشکل (۱۵۳) 


مثال(۲): ا کب احدودح,...ح, من التتالمة الق حدها المام:حر - ۲ 2 + ه 


اس : 


یچ یک ا ا ات ات و 
۷- التابع العددي« «Fonction numérique . Numerical Function‏ : 
إذا نظرنا الى الشكلين ( ۱۵4 » هه ) نجد آن کل منیا عثل تبما 
3۳ أن المستقر في كل منیا نموعة جزئية من جموعة الأعداد الحقمقمة 
( آي موعة عددرة ) 


93 


مر هم څر رنه 7 ( عا ) وة غررنه حر رده 


تب دی الشکل (وه١)‏ 


نسمي کلا من هذين التابعين وأمثالها تابعأ عددیا » ومنه : 





تعریف : تابع مستقره مموعة عددیة دسمی تاا عددیاً . 








YY 


۷۸ - التطبیق العددي 


:«Applicatian numérique . Numerical mapping » 


مئل کل تطسق مستقره موعة عددیة دسمی تطبیقاً عددیا . 


۸ - التاہم العددی ذو التحول الحقفيقي : 
ادا کان منطلق التابع العددي جموعة عددیة, حقمقمه ”مي تابعأ عدديأ 
لتحول حقيقي . ۵ 
مثال (۱) : بفرض سرم مموعة من الطلاب تقدم بعضیم للامتحان 
وتغيب المعض الآخر . 
فالتايع تاسصیم + رس سم در حه ف الامتحاق هو تابع عددي. 
مثال (۲) : بفرض مسرم جموعة من الأشكال الهندسية المستوية التى شا 
مساحات » فان : 
التطسق تا : سروہم ے :س سے قاس بر هو تطسق عددي. 


۵ س 
پچ ا 





هو تأيع عددي دو متحول حقيقي . 


ا 





سیب 


مثال (ع) : التطببق تا: [ ۳۰۲ ]+ ی دس ه کت 

هو تطسق عددي دو متحول حقمقي س د احال الحقمقي ۲۱ ۳( 

مثال (۵) : التابع ام مز (س - ۲) (س - 6 ) 
هو تابع عددي دو متحول حققي . 

ویکون تا : بے -] ۵۲[ م6 : س سب ۱ (س-۲) (س -9) 


۲۷۱۰ 


س5 س ۴٣‏ س 
مثال )٦(‏ : التاہم تا : و ے ر :سے س هو تابع عددي 


نیت را 


دو متحول حقمقی . 


ھت 
ویکون تا : 002 سو ا ری نے کے کے 
م2 صنق 


هو التطبيق العددي دو التحول اطققی المقترن بالتابع المعطى . 
س له ١‏ اذا کان سس عدداً عادرا 
مہ الا تا ۰ ے١‏ × 7 َ‫ 75 
مال (۷) 6 4 2 | e‏ كات 
هو تابم عددي دو متحول حةمقي ۰ 
06 انواع التطبیقات بالنسبة ای مستقرها : 
عندما نصنف. العلاقات إلى علاقات تابعية وأخرى غير تابهس.ة نحصر 
فم إدا كان لكل عدر من عناصر المنطلى هده مقابل وحمد من المستقر. 
وعندما معز من بين العلاقات التأبعية تلك الى دعو تناها تطسقات نحصر 
اهتامنا في منطلق العلاقة ونبحٹ فیا إدا كانت ؛ مجمہم عناصر النطلق > 
ترتبط عناصر من ا مستقر . 
هذا ولو درسنا بالاضافة لذلك شکل ارتباط عناصر ا مستقر بعناصر 
المنطلق في التطبيقات فاننا نحصل على الأنواع التالية من التطسقات : 
التطبيق المتباين » Injection . One - One mapping‏ « : 


مثال : في التطبيق المثل سبمما بالشكل )١65(‏ نلاحظ أن أي عنصر 
من مستقره هو صوره لعنصر واحد على الا کثر من منطلقےه أي 
أن العنصر بن المتازن من ا مستقر بقابلان عنصر بن متايزين من الطلق > 


۲۶٥ 





الشکل )٥٥١(‏ الشکل (۱۵۷) 


بسنا فی التطسق المثل في الشکل (۱۵۷) نحد أن أحد العناصر 
من مستقر ه هو صوره لأكثر ص عمصر من الماطلق ¢ لذا تسمي 
التطسق من النوع الاول تطبیقاً متبایناً > ومنه : 


يي ي دا ا تر ا ات 





تعریف : نسمی التطسق متبان) ادا کان کل عنصر من جموعة 
مستقره هو صورة لعنصر واخد عی الاکثر من جموعة منطلقه . أي 
أن كل عنصر من المستقر اما أن بر ترط نعدصر واحد من النطلق اؤ 
لا برتنط بأى عنصر . ٠‏ 


وهذا يعنى أنه فى التطسق الممان إذا كان س ؛ س' عنصرن مقابزن 
من المنطلق فصورتاهها تا (س) » تا (س') وفق التطسق تا متاہزتان أبضا . 


و 5 


آي ان : س سے س' سے تا (س) سس تا (س') 
وهذا یکافی, القول تا (س) = تا (س') ب س < س" 
حمث اط عموعة الأعداد الطبيعية هو تطسيق متباين لآن" : 


س سے س' سے س٣‏ سے س' + ٢٣‏ سے تا (س) عب تا (س') 


۳۳۹ 


أو بطر رقة ا دة ¢ انت 


ل أو عو ا اس ۲.۵ عر سو ادي 


مثال (۲) : التطبیق تأ : با سه ر : س سه جب س بفرض ۰ حرس حم 


حمث ,م جموعة الأعداد الحقيقية هو تطبيق غير متباين (لماذا؟) 


التطبيق الفامر » Surjection , Onto mapping‏ « . 
مثال : في التطبيق الممئل سهمما بالشكل )۱٥۸(‏ نلاحظ ان کل عنصر 
من سموعة مسدّقره هو صورة لعنصر على الافل من جموعة منطلقه » 
بيغا في التطبیق المٹل سہمبا ہالشکل )۱٥۹(‏ تد ار بعض 

العناصر من مستقره لدست صورا لاي عنصر من النطلق . 





الشكل (وه١)‏ 


لذا نسمي التطبیق من النوع الأول تطبیقاً غامرا » ومنه : 








سس 
تعريف : نسمي التطبيق غامسراً إذا كان کل عنصر من موعة 
مسقره هو صورة لعنصر على الأقل من جموعة متطلقه . 
۱ تت ل سا 
وهذا يعني أذه في التطبيق, الغامر من سر إلى .ع يكون : 
۱ ۷ ۶ س د سم : ع ح تا (س) 
ويقال أيضاً إن التطبيق لغامر هو تطبیق من سروم على ع . 





يفض 


ملاحظة : 


التطبيق المتباين في الشكل (65ه١)‏ ليس غامراً ( ماذا؟) 
والتطبيق غبر التبابن في الشکل (۱۵۷) هو غامر ( لاذا ؟ ) 
مثال (۱) : التطسق تا : ط سط : س ے ٢س‏ 
حنث ط موعة الأعداد الطسعسة لیس غامراً . 
لأنه حتى يككون غامراً يحب أن يكون أي عدد طبيعي من جموعة 
المستقر ط هو صورة وفق هذا التطسيق لعنصر على الأقل من جموعة 
المنطلق. ط. . 
أي أن بکون لفعادله ۲ س دع حل في ط مہا کانت ع د ط . 
أي لا بوجد عدد طعي ضعفه يساوي ۳ . 
مثال"(۲) : الملاقة المثلة شبكيا في الشكل )15١(‏ حيث المنطلق هو 
اجموعة اب »< »و »۵ »یه )]والستقر هو احموعة 
4٩ ۵۳۲ ۱‏ هو تطیق غامر ( ناذا ؟ ) 


۳۷۸ 


: « Bijection , One - one and Onto mapping ‹ العقابل‎ 


مثال : نلاحظ آن التطبیق المثل سہمباً بالشکل )۱٦١(‏ متمابن وغامر 


ی آن واحد. 





الشکل (۱۰۱) 


ب 
تعریف : نسمي التطیسق تقابلا اذا کان متباین) وغامرا فى آن 





| وأحد م 
س 
وهذا يعني أن التطسق تا : سم ,ع هو تقابل اذا کان : 
من أجل كل عنصر ع 3 م يوجد عنصر وحبد س من سم عحث 
ع عاتا (س) . 


مثال )١(‏ : التطبرق تا عم كن عي امن د هو تقابل . 
في الحقيقة إنه غامر لأنه من أجل كل ع من ,6 یکون : 
١‏ 
لاعن جع ادام ا 0000 


وهو متباین لانه من جل کل عنصرین س » س" من النطلتی یکون : 
٣س‏ - ا سے سم س'۔ ١و‏ خم س ے س ' 


۳۷۹ 


مثال (۲) : التناظر الذي مرکزه نقطة ن فٍ مستو والتناظر بالنسة 
مستقم پی هذا الستوي ها نقابلان من الستوي ای الستوينفسه. 
مثال () ۰ لمكن ااتطسيق تا: سرم ه رع ولمكن 3 عدد عناصر سم » 
2 عدد عناصر رع حمث رم و رع جموعتان منتبءتان » و ااطلور 
و - قارن بین 3 ©2236 إذا کان تا متابنا . 
۰-۲ قارن بين 2 >2”' إذا كان تا غامراً . 
م قارن بين 3 4 2' إذا كان تا تقابلاً . 
الملل : 
إذا كان تا متمايناً فان و < 2' 
وإذا كان نا غامراً فان 2" < و 


وإذا کان تا تقابلا فان 2 - ©' 
۸١‏ - العلاقة العكسية للتطليق : 


لشکن التطسقات المثلة في الأشكال ( ۱۲۲ :۱۱ ۱۱۱۲ ) » من الواضح 
أن الملاقة العسكسمة لعلاقة التطبيق في الشکل (۱۱۲) نت 
(۱5۳) لیست تطبيقاً حتى أنها ليست تابعا وذلك لأنه ينطلق سهان من 
المنصر ” . 

کیا ان الملاقة المکستة لملاقة قة التطسرق المتباءن في الشکل (:۱۹) و الملة 

ی الشکل (۱۱۵) هي تابم ولیست تطببقا . أما العلاقة المکسة للتقابل 
من سوم إلى .ع في الشككل (155) والممثة في الشكل )۱٦۷(‏ فہي تقابل 
من المجموءة ,جم إلى المجموعة سرم . 


۳۸۰ 





)۱٦۷( وت‎ 


التطبيق المكمي : 


ما تقدم نلاحظ أن 'العلاقة المكسية لتطبی مفروض لا تكون تطبيقاً 
الا عندما یکون التطبیی الفروض تقابلا وني هذه الحالة نسمي الملاقة 


۱ 


العكسية للتطبرق المفروض تطسة] عکسا أو تقابلا عكسا له . 
ويبرهن بسهولة آن کل تقابل تا : سم ه بع له تقابل عکسي 
بع إلى سوم نرمز له بالرمز تا" فنکتب تا" :عم سم 
مثال )١(‏ : التطسق تا: رم 8 :س هاس + ١‏ 
هو تقابل ولذا فان له تقابلا عكسا هو : 
ا۔۱ سه ر : س ے س  ١‏ 
مثال (۲) : التطبیق قا : .مع سے .جع : س سے ٣‏ س - ۲ 
هو تقابل ولدا فان له تقابلا عکسا هو : 


س + ۲ 





5-3 7 سحن 2 س 
مثال (۳) : التطسق تا: صرم ےہ صر م: نس ه وس + ١‏ 
متبان و عبر غامر فليس له تطبيق عكسي . 
مال )٤(‏ : التطسق تا : ئ سه با : س هه س" 
غير متباين لآن دا (-م) ‏ دا (۲) - 4 مثلا فلیس له تطبيق معاكس. 
مثال (ه) : التطمق تا : 6 * ه76 :س هس" 
هو تقابل ولذا فان له تقابلا عکسا هو : 
TS‏ ہے 7س به لاس 
مثال )٦(‏ : التطسق ا E‏ تقابل 
و لذا فان" 53 کسی 1اوس نے تا هو التقابل 
الما کس . 


YAY 





۴ - ترکیب التطبیقات : 


با آن کل تطبیق هو علاقة فان تر کیب تطببقین من الشکل : 
تا : سرہ ے۔ ع > ها: ,ع صم 

یتم بالطريقة ذاتها التي مرت معنا في تركيب العلاقات في الفقرة +٠‏ . 
ولكننا سنبرهن فيا يلي أن تركيب كل تطبيقين هو تطبدق أي أنه إذا 
کان ا وها تطبيقين فإن هاء ا تطبرق منطلقه موم ومستقرء صم . 

في الحقيقة إذا كان س عنصراً کیقیاً من میم فان له صورة وحبدة 
ع د وفق تا .وبا آن ها تطبیق فان ع صورة وحدة ص د صم 
وفق ھا وبالتالی تكون ص هي ااصورة الوحدة د س وفق الترکب 
هاه تا الأمر الذي يؤكد أن هذا التر كيب تطبدق . 

پرمز لمطية التر کیب كذلك باإلشكل : 


ن 
تا < مر ها 
ندر ام ساس هضوم 
ها ء تا 
أو بالشكل : سن ه ١‏ (س) ه ها[ با (س) ] . 
وقد وضمنا هاء تا بین قوسین لللالة على أن التطبدق الذي ندرسه 
هو التطبیی الر کپ » فلو رمزة للتطبیق ال رکب الرمز کا لکار 
علاحظة : 
٢‏ للعٹ عن صورة المنصر س من مویہ رفی ها ء تا نسعث ولا 


۸۳ 


عن صورة س وفق تا ولتكن ع ح تا (س) ثم عن صورة ع من لح 
وفق ها ولتکن ها (ع) . 

والساواء ها (ع) ها[ تا (س) ] تبين السبب الذي محملنا 
نکتب هاه تا بدلا من تا ء ها 


٢‏ التطمدى هاه دا لا بکون معرفاً إلا إدا كان مسدقر التطب.ىق 

تا هو منطاق التطسق ها . ومن أجل التطبیقات من سرہ إلى مسرم 
عکن" تعریف کل. من ها ء تا » تاه‌ها . 

مفال (۱) : لکن ا حموعة سم اب » <» 5 ) والتطیسقان تا » ها 
ی سم ای سم العرفین € یل : 


وفق تا : تب سه ب وفق ها : تب سه جح 
حح ےک ھت یه بت 
5 ہے = نس 


فان : هاه تا بکون : 
تا ها 
شوق م -> سے ¬ سے 
بے سے تب ہے حے 
أي أن (هنا ه تا) ۰۱./ - < » (هاه تا) (ح) سے و » (هاه تا) (و) ۓ ب ٠‏ 


مثال (؟) لكن تا: ط هاط:س ه س + ۲ 
ھا: فل س هش 2 


اچست ( هاه تا ) (س) » م ( تاه ها) (س) وقارن النتمحتن. 


۳۸ 





اقل : 


(هاهتا) (س) عدها [ تا (س) ] = ھا( س + ۲) 
سی (س ۰ ۲ + ۱ 
ويمكن تلخيص ذلك بالشكل الق : 
تا ها 
ل سه مل .همل 
س سه س + ۲ سے ( س + ۲ )۴ 4 
لنحسب ( تاه ها ) س < تا | ها (س) ) ÇÊ‏ تا رس + ) 
=( س +۱) + ۲ دس دم 


ونلاحظ ف هذا انثال أن : هاه تأعج تاه ها 


شاصة (۱) : بفرض التطلسق تا : > لح سم مق سوہ اما 
في سیم والتطبیق الطابق م في .ع فان : 
2 


تاه م = مم تا = را 
سيم 2 


اسسأوواسسسوہھسہےوسسمیوےوژوچوےوسسي سے ے ےم 








eT‏ ۴ تا 
قي الحقرقة تلم > سے سے ع ۱ ج تاه م = ا 


س سه س هه تا(س) یم 


تا م 
ان لمع ماع 


ˆ )“سن > مه تأ ح ڌ 


۳۸۵ 


خاصة (۲) : بفرض تا »ها ما تطبقات معينة بالشکل الق : 
تا ها ما 


فان : ( ماه‌ها) ه تا = ماه زهاهتا) 


آي او التر كسب الناتج وحمد ولذا يكتب بالشكل ماه هاه تا 
وهذا يعني أن تركيب التطبيقات يتمتع بالخاصة التجمبعية (خاصة الدمج) . 
في الققة : ١س‏ دسہ فككتب : 
[( ماه‌ها ) » تا ] (س) = ( ماه ها ) [تا (س) ] حد ما [ها ( تا (س))] 
[ ماه (هاء نا )] (س) جح ما [(ها ء تا) (س) ] ما [ ها (تا (س))] 
ادن : ( ماه ها ) ه تا ماه ( هاه تا ). وهو الطلوب . 


ماه ( ها ء تا ) 


سين عم سا ص يمه تع ممم > امو 


خاصة (۳) : التطبرق الناتج من ترکیب تطبیقین غامرين هو تطبيق غامر 
ومن تر کیب تطبیقین مثباینین هو تر کیپ متباین » ومن تر کیب 
تقابلين هو تقابل . 


باستطاءة القار ی ء برهان هده الذظر بة لسهولة بالاستناد إلى التعاريف. 


۳۸۰۹ 





۱ 
خاصة (؛) : ادا کان التطبیق تا : منم -ه ,ع تقابلا فان" : 








تا وتا / تا ء تا ”' س م 
ص 


في الحققة إن سان التطبرق نا-'.3ا هو جموءة الثنائيات 


أسرم 








( س »س ) 
أي اس ° 


وسان التطمدق تا و قا- ۱ هو جموع الثنائشات (ع*ع) أي ع 


وشکل خاص إدا كان التطمدق تا : سم سہ تقابلا فإن : 





تا" متا س تاه تا ۱ م 
دی م 
| ا 


)19( YAY 


تاين 


لتوابع و التطبیقات : 

: عتن مموعة تمردف کل من التوابم الاتبة‎ - ٦ 
۱+ تا : طا وط : س مس‎ - 
ها سس رش تیال س‎ ۲ 


سس 


۲ 


TE‏ و سوت ات 
4 س -۱ 


ار + ۱ 





4 د حا: ر رسمه 


حل : 

5- باس دط (اللماطاق ) ه س + ١‏ 3 ط ( المستقر ) 
ادن ا معراف على ط بکاملہا. 

> با أن ما س - ١‏ لا ينتمي إلى © إلا إذا كان س - ١‏ ده 
أي س کے ١‏ . اذن التابع ها معرتف من أجل قم س د ب حيث 
من کن أي أن موعة تعريف ها هي احال [ ۱ » مه [ ۱ 

کے کر جیب كا عاديا اذا كارف 4س" - ١‏ عيدت. 
1 4 س ۱ 1 


۳۸۹۸ 


۱ 
۱ ۱ 
ملعم و ۲ النطاه دا سے ع سب ووالتال فان 
سم فم س د ( النطای ) عدا س ی 


ؤ ۱ 
جموعة تعريف هذا التابع هي المجموعة .ع -[--2- ا 





امعان و ار سا دی ءا 
٤‏ - یا ان سدع پز د ع فالتابم حامعرف بز دب 
۳ 


وبالتا لی فان .ع” هي ججموعة تعريف حا . 


۷- میّز التطبیقات من بين التوابع التالية : 
۹ تا ا سی س عدد آخقك دا الناس 








َ‫ سل 
سو مل او 8 ۹ ]صا جا .نهد 
۱ س  ١‏ 
: ْ ۵ 
وش س + ۱ 


الحل : 
ا أنه بوحد بعضص الاشخاض الدین لا اقا شم » فان کل 
ولدا فان تا لیس ثطسقا . 
۲ - إذا لم يكن لبعض الآباء أولاد فكل متهم برتيط يه العدد ٠‏ د ط » 


أما الاب الدي له أولاد فر تط به من 08 العخصر الدي عثل 


۳۸۹ 


عدد آولاده . ولذا فان کل عنصر من ۲ رتط به عنصر من ط 
وبالتای فإن تا, تطبيق من 1 إلى ط 


١ ۔ إن كل لا ممنی له من أجل س = إ١ أي أن المنصر‎ ٣ 
١ 





و 
من النطاء لا رتسط به أي عنصر من رگ (المستقر ) ولدا فان 
ا لس تطبمة] 1 
۵ ۳ 
س + ١‏ 


ولدا فان تپ هو تطسق . 


عمّن التطبيق ها المقترن بالتايم 8 . 
امحل : 
بکون لعدد س در جذر ترببعي ادا كان س سے . ولٰذا فان مموعه 
تعريف تا هي احموعة 7 ۱ والتطسق الطلوب هو التطسق : 
ها: م+ هايم :دس ےم ۷اس 
٥۹‏ - لدينا التابم 6 :يي ها رم: سه تا (س) 


س من أجل س << ٠.‏ 
عيضن از E Eo‏ 


٠ عسن عمو 4۶ تعريف تا‎ - ٩ 
۱ ۱ 7 
د اوعد ارس 0 ا‎ 


۳۹۰ 





اخل : 
5- إن العدد ٭ دع ( اللطلق ) لا یقاب آي عنصر من ,6 
(الستقر) وفی ت . ولذا فان محموعة تعریف تا هي المجموعة ,6*. 
۲ - من أجل كل عدد سالب س د يك ( المنطلق ) يكون تا (س) عد س 
ومله 1 (--#) ددم 


ومن أجل كل عدد . << س << ١‏ يكون تا (س) ح . 


١ 
ادن : د © (۱)ے.‎ 


واذا كان س > ۱ فان ت (س) - ۱ 
ادن : ا (ه) =۱ » ت (۱۰۰) < ۱ 


۳ - اقطط الدیکارتی کا هو مین في الشکل (۱۱۸) : 





إن الدويرة على المخطط الديكارق تشير إلى عدم انتاء النقطة ( مر كز 
الدويرة ) الى بان التایم . فالنقطتان (.».) » (۰»۱) لا تنتسان الى 

ومن الواضح أن الجزء 1 من الخطط هو جزء الستقم الذي معادلته 
3 = س الوافق لقم س السالبة . وآن الزء 17 هو جزء الستقم ع ده 
الوافق لق س حبث ٠‏ << س ک۱ » وأما الجزء 111 فپو حزء الستقم 
ع < ۱ الوافق اقم کے ۹ے 


یت لا س << ١‏ 
حمث : 6 (س) سے ١‏ لا ١ح‏ س ١‏ 
ا <١‏ س 


کب وت جموعة تعربف 5 ۰ 


اليل : 
5 - إن العدد - ١‏ د ئ (المنطلق) لا يقايله أي عنصر من ي (المستقر ) 
وفی تا و لذا فان 27 
لجموعة ۔(-:] 





۽ أم ا اخطط 
الدیکارتی فبو 5 في 


)٦٦۹( الشكل‎ 


)١١5( الشكل‎ 


۲۲ 


۱ - لدينا ا حموعتان سہ ۔ ۰۰۳۰۱ ۷) 
غم < (۲»/) 
والعلاقات من سرم إلى .ع التي بمانتها : 
7۰ ہم" 
(vr) 6 )۲»۵( 6 )۲۰۳(۱ =‏ ¢ )¥(({ 
= ۲۱(۱) هب )4<1( @ )16%1( ¢ (۱۷) ) 
{(<v) € (to) @ (rr) 6 (r) } =‏ 
۴ الملاقات السابقة ابم وأي التوابع منها تطبيق ؟ 
الحل : 
بلاحظ في البيان س, أن المركبات الأولى في الأزواج المرتبة مختلفة 
مثنى مثنى > أي أن كل عنصر من هوم برتيط به على الأكثر عنصر واحد 


من .ع وبالتالي فالعلاقة التي بيانها س, هي یم » والعلاقة التي بیانها مس 
لیست تبعاً وذلك لوجود زوجين مرتبين )۲٢۴۳(‏ > (242* ) المركمة 


الأولى واحدة في كل منها » أي أن العنصر * من المنطلق برتبط بعنصرين 
من المستقر 2 
وكذلك العلاقة التي بيانها مى ليست بع لوجود ثلاثة أزواج مرتبة 
في البيان» المر كبة الأولى واحدة فها جميعا . 
أما العلاقة التي بيانها س, فہي ابع وهي بلإضافة لذلك تطسق من 
سرم إلى .ع لأن كل عنصر من الماطلق يرتبط بعنصو واحد من المستقر . 
۴ - لدینا اجموعتان سیم (»ب) 6 ع۔(١٢]‏ 
ما هي التطبيقات الممكنة من سوم إلى .ع ؟ 


۳۹۳ 


الحل : 
إن التطسقات الممكنة هي الممثلة اقططات الآشة : 


و 2 


مق دح سيم 


الشکل (۱۷۰) الشکل (۱۷۱) 





الشکل (۱۷۳۲) 
ويلاحظ في جبم هذه افططات آن کل عنصر من سم رتبط به 
عنصر واحد من مم . 
۴ ۲ - لکن س عنصراً من ط* والعبارة : 
س ہے موم | و : وه د ط* و فه | س ) 
علا أن ( هه اس ) يعني ( وه تقسم س ) . 
-١ 0‏ - عيّن مسرم من أجل س -ح ١‏ ۶ س < ۲ » س < ۸ 
۲ - هل یکن استخدام العبارة المفروضة في تعريف تايم ؟ ما 
منطلقه وما مستقره ؟ 
امحل : 


۳۹ 


س وعلى ذلك فان : 


س > ١ه‏ مرم ح ]١([‏ 
س < ۲ ه سم [ ١6م‏ / 


س < هم سح ۱۸۱۱۲۲۰۱ 

۳۲ - إن كل عنصر س د ط* له قاسم واحد عی الاقل وبالتالي فان 
كل عنصر س د ط* تقابله وفق العباره المفروضة موعة وحمدة 
هي جموعة جميع قواسم س . وبا أن جموعة قوامم س ليست 
إلا جموعة جزئية من ط* أي ليست سوى عنصر من الجموعة 
(ط* ) جموعة جميم أجزاء ط* » فيمكننا باستخدام العبارة 
المفروضة الحصول على التابع : 


تاط* ے رع ( ط* ) : س ے سم 
نساوي تابعين » مقصور تابم ؛ مدد تابح 


55 - هل التابع تا اللممثل بالشكل )۱۷١(‏ : 


۳ 


سہ 2 
الشکل ( ۱۷) 
والتابع ها ۲۱ » 4 سه یق : س سه س؟ منساو ان ؟ 
ال : 


التابعان تا » ها متساوبان لان 7 موعة التعریف نفسہا ولان قدمسها 


۳۹6 


تا (۲) ع< )۽ وها (9)-١؟'‏ =) وم 
و تا(ع)ع-؟5؟ وها (خ) ے٢٢ے‏ ۹٢و‏ 


ومنه تا (؛) -دها(؛) 
۵ ۲ - مل التوابع : 

تل رم سه ر : س سه س + ٣‏ سه 

تا با عه ئ رر ر ج 


۳ :پا میا :ع سم ع۲+۲ع - و 


۳ 


الحل : 
تا, > تا = تام لأنها معر”فة على المجموعة ر نفسہا ولژن : 
تا, (س) = تل, (س) ح تاپ (س) پس دی 

۲ - هل التابمان : 


تام : ( 4۴۳۹۲۰۱ )) ےه ب :سه س" +۱ 
تاپ ۲۱ ۵46۳ )سوق : س سم س۳+ ۱ 
متساویان ؟ 


امحل : 


تال عج تا بالرغم من کون قاعدۃ التقابل نفسہا فی التابعين وذلك لأن 
جموعتي التمريف لما مختلفتان . 


۷ ۲ - لدینا التابع تا : بل سر : س سم س +۲ 
عسن مقصورہ على احال المغلى ۱ 9 9 و أوحد جموعة 


قم هدا المقصور 8 


۳۹۹ 


a a ٠: <a. a gE 


ا غل : 
إن مقصور تا على ا جال [ ۳٣٣‏ ] هو التاہم 
ها : [ ۳۸۲ ]مه تی سس عن 
وعا آن : ها (۲) ۲ +۲ ع< و » ها(۳) مب وه 


فجموعة قم ها هي امال الغلق [ ۰»4 ] د ع ( التقر) . 


س + ۱ 





۸ - لدينا التابع تا : ر سه ر س ب 


عبّن أوسع جموعة جزئية من الماطلق ,م يكون مقصور تا 
عليها تطبيقا . عبّن قم هذا المقصور من أجل 
س = ١‏ 5 س 2 ١‏ س = ي 
ألحل : 


إن جموعة تعریف تا هي امحموعة و هي آوسم بموعة یکونں 
مقصور تا علمها تطسقا . 


ويكون القصور هو ([" لتطسسق : 


۲ س + ۱ 
ها : ي هار : س ہے س 
ویکون : ھا(-)-. / 
ھا() ۔۲ 
ها( ه ) = و 


۶ - إذا كان م هو التطبيق المطابق في جموعة هرم » فان مقصور 
م على أية جموعة جزئدة م د سیم یسی التطبیق القانوني 
تمجموعة ع في المجموعة هورم . ما هو التطبيق القانؤني 


۳۹۷ 


للأعداد الأولمة في موعة الأعداد الطسعمة ط . وما ھی صور 
الاعداد ۲ ۳ » ۵ » ٩‏ دواسطة هذا التطسق . 


الحل : 
بفرض ل هي جموعة الأعداد الأولمة فان التطميق القانونى المطلوب 
هو التطسق : 
تا : ل سه ط : س سه س 
ونجد في هذا التطسق : 
تا (۲) ۲ 6 ۳<)۳(۱۲ 6 5 (۵) < ه 

في حين أنه ليس للعدد 5 مقابل لأن ٩‏ ول . 

۰ ۲۵ - لدینا التابمان : 


e : Gg reb: تا‎ 


۱ 
ها : | ۱ > سے ٠‏ ہے سد 
:]سمي بس سل 
بسن أن ها هو مدد تا على احال ]| ۱“ [r‏ 5 
ال : 
إن ها هو ممدد نا على الحال [ ۳۰۱] لان تا هو مقصور ها على ا حموعة 
( ۳۲ < [ ۳۱ ] . 
۲۵۱ - لیکن التابع ‏ تا:,ع + سه بع + س هاس 
اذكر أي التوابم الآ تبة يكون مددا للتابع ا وأا ليس كذلك ؟ 
ها : م سه ع : س + اس | 
ما : ]۱٢-[‏ س0 :اس سم سس 
۳۹۸ 


ê 


سل 
ھا : f‏ ے بع :سے اا 


ها 1 با سه ,رع : س ها س 


ما آن اس | س من أجل س ک . فان مقصور ها, على رع + 
هو التابع تا . إذن ها, هو عدد للتابم ۲ : 


وبما أن ,6 * ليست جزءاً من [ - ٠٤١١‏ ] فلا یکن آن یکون 


هال مدداً النابع تا . 





7 أنه من غل یی | رن س + | س | 5 ا 
۲ 


۲ 


فان مقصور هام على ,] * هو التابع تا . إذن هام هو مدد للتابم تا . 


وأخيراً من الواضم أن ها هو أيظاً ممدد للتابع تا . 


التطبيق المتباين » التطبیق الفامر » العقابل : 


۲ - آي" التطبیقات المثة ف الأشوال الآتية تطبيق متبان ؟ 








کل من الشکلین (۱۷۹) > (۱۷۸) فقط عثل تطمیقا متباینا » فالسہان 
المنطاقان من عنصرین متلفین في سم بستقران ي عنصرین متلفین ف 
المستقر .مم . 

اُما الشکل (۱۷۷) فہو تطبیق غبر متبابن لأنه يستقر في العنصر (؟) 
سهان و کذلك فان الشکل )۱۷١(‏ تطببق غير متباين لأنه يستقر في 
العنصر (۱) سهان . 
۳ - ما خاصة احطط الديكارتي لتطسق متباین ؟ أي الخططات 

الديكارتمة الآتىة هي طط تطسقی متاین دب في بل . 


سے 
2۳ 


الشکل (۱۷۹) الشكل (۱۸۰) 








الشکل (۱۸۱) الشکل (۱۸۲) 


ال : 
بفرض تا(س,)سحع, 6 تا(س) <ع, 
فالشرط س چ سې حه تا (س,) و تا (س,) 
يعني أن س چ سې حه ع چ عې أو ع = عې حه سې سےا سې 
ورمعی هد | عدم وحود 4 نقطتين ف عحتلفتن من الحطط الدیکارتی علی مسقم 
يوازي م س . وعی دلك فان الشکل (۱۸۰) فقط هو مخطط تطسق 
متباین . 
ع ۲۵ - ما هي خاصة بان التطسق التماین ؟ 
لتکن ا حموعتان سرم = »ن » < »و ا 
2 د رود دوں ا 
و تل ٤‏ تاپ » تام » تام تطسقات من مسرم إلى .عم بماتاتها 
على الترتدسب . 
ار ۱۰) 6 (رمب»“"#) 6 (<غه) 6 (425؛)) 


۳۰ 


ارب»ه) 6 ( ۲۵) 6 (ج») 6 (۳5) ا 
ا( ۱۳۸ 6 (ب۳) 6 (<»۲) 6 (۳۶۶)) 


امحل : 

ليس فى سان النطسق التباین زوحان مرتبان لها اارکہة الٹانة 
نفسها . ولذا فان التطسقين تا.. » تال © متبابنان ء إن كلا من التطبيقين 
ال : 

طريقة أولى : بس س ؛ س د ي ( الاطلق ) 

فان مل ع س, سس و من" لان مکمی عد دین ختلفن مختلفان 

سے تا (س) که تا (س,) 
طريقة ثانية : 
تا (س,) = تا (سې) > س "= سم بالتعریف 


لمددین متساوین متساویان 


. لوقن آن التطسق تا : ےےل ی زس ہے م عير متماین‎ ٥ٰ 


2 م‎ ۲ 5 ۲ - ١ 
التعریف‎ ١ تا ر(س,) ح تا (س,) سے س/"-١ ع س,"-‎ 
۳ 5 
سے سب‎ Ea تڪ‎ 


وعا آن الشمرط : 
د عن ہیں ہر ۱ شحقق ادن فالتطد.ی 
المفروض غير متباين . 
۲۷ - بفرض 22 جموعة الأعداد الط عة > هل التطمدق : 
تا : ط × ط ‏ ط : ( س٤ع‏ ) سه س +ع 


متباین ؟ 
امحل : لدينا : 
تا ( (س٤ع)‏ ) = تا( (س'٤ع')‏ ) > س + ع = س'+ع' بالتعريف 
وهذا لا يؤدي إلى کون س < س؛" و ع = ع' بصورة عامة 
من العلوم فكلا أن ای کو و الازو اج ا حتلفة ( ۲۲ ) 6 
( ۳۰۱) 6 (۱۳) وفق تا ودلك لان : 
تا ( (۳۶۱)) < ۳+۱ << 
و ۱ ((۱6۳۱) ) حدس ب راع 
و تا ((۲۲)) < ۲+ ۲ 2 ) 


۲۵۸ - آي" التوایم لاتبة ابع متبابن ؟ 


Ge] -٦‏ س۱-۲ 
۴ نت ها : ۰4۱-1[ هنم :دس هاس" ١‏ 
زر e GEES‏ 


۲ ۲ 

کہ می کاو و کہ درو کاو کا ی ای 2 
ا مح اعون ب و لان س + س, عب . في منطلق التابع 
د ا E TA‏ 


ها (س, ) ع ها (س,ى) جه (س, - سى) (س, + س,) حاء 


ع عزن لا لان س + س, عي . 
aa 3 <‏ 


2 مو لسك الام یی E‏ 
OT TO‏ او کپ ٩‏ 
ولا کان ھذا اشر طان مكنين 2 منطلی هد | التابع ۱ فالتابم عبر 
متماین 5 


۲۹ آي" التطہ قات الا تة تطسق عامر 1 





١ + حي ؟ س‎ e Tg E س‎ ١ 
EE 
زس 06 ہت" :11 سے‎ 
7 مح تا فریم*‎ 


١‏ - انیحث را ادا را ی ۶ د بر ( الستقر ) هو ضوزة 
ی ایر غ یل مو ق 


ف ی ۱ لي یکون € صورة لعتصر س نب 5 بکون 


۳۰ 


=€ 

۲ 
ومن الواضح أنه مہا کان ع د ر ( الستقر ) فان ع هو صورة 
لعنصر من س د ,6 ( المنطلق ) معين بالعلاقة )١(‏ . 


؟- ليككن ع عنصرأ من ,6 ( المستقر) » فلكي يكون ع صورة 
لعنصر س من رع* ( النطلق ) يحب أن يكون : 
E‏ ۱ 


7 جاع ومنه رہ )+( 


وواضح من العلاقة (۲) آن العنصر ۱ دبع ز الستقر ) لدس صور: 
يحب أن يكون : 

س ۲ = ع ومنه س < ۱ع (۳( 
وعا أن حدر العدد الصحیح الوحب ليس صحیحا ااضرورة مثل 
۳۱۷ فالعلاقة (۳) تدل علىی ان بعض الأعداد الصحمحة من 





(۱) 





۰ - بفرض ط جموعة الأعداد الطبيعية » برهن أن التطبيق 
با: ط ×ط ےط : ( س٤ع‏ ) ے س.ع 
غامر . 


امحل : 
عا أن آی عنصر من الستقر ط هه حاصل صرب عددن طسعان 


۳۰۵ 


أي أنه صورة لعنصر واحد علىی الأاقل من ط ×ط ء فاللطسق ىا غامر. 
د٦۲1‏ لدا التطسيقات 


اه لاج ہے 
ب 

ع قا یت a‏ 

gE ی‎ ۳ 9 

بین من أجل كل تطبيق » هل هو مشاين ؟ هل هو غامر ؟ هل 

هو تقابل ؟ 


ای 


وھ" 


٢ ۳ 7‏ |“ 1 
ا (س) = ا (س) ج س = س | التعريف ) 
5 ۱ , 7 لاس ( ) 7 27 راب و وت 


ب لو ل ان أو یں سد ان مںپ 
وكلا الحالتين ممكنتان في النطلق بح » فالتایم تا غير متباین . 
وبفرض ع د ب (١‏ الق و س د (النطلق ) ودقايل 3 
رفی تا 0 ىکون : 
بن اصع سے س کے 2 ۱ ۶ ز بوخذ احذرین لان س د ) 

ہج کی 1 
من أجل ع ك . © فلاس 
فل من المنطا-ى ¢ فالتابم ۴ 


وبما أن عملية الجذر التربيعي لا تتم 
کل غتضر ن التق تقایل عنصرا عل 
غير غامر . 

وعا ان 5 عمر معماین و عبر عامر درو لیس تقابل 


1 


مم 


07 
ا 


۲ - بطر يقة مائل واا و ا غ ان الان ها عي مان : 


۳۰ 


وبفرض ع د ین ” (المستقر) و س 2 ,ع ( النطلق ) ویقابل ع 
وفق ها » بکون س" = ع ج> س = ۱ ع . 

وما أن ع دی " فعملة الذر الترببعي ممككنة مها كان ع من. 
من المستقر » أي أن كل عنضر من المستقر يقابل عنصراً على الأقل 
من النطلی » فالتابم ها غامر . 

وبما أن التامم ها غامر وغير متباين فپو لیس تقابلا . 


۰ = لدینا قا (س) = قا (سې) جه (س - سى) (س, + س)‎ - ٣ 
جه سې - سې < ۰ ( لعدم وجود‎ 
) عددین متلفن فٍ با * موعیا صفر‎ 
س < سم‎ >» 
. ادن فالنايم قا متباين‎ 
وبفرض ع و ب ( الستقر ) و س د ٌ۴ (النطلق) ویقابل ع‎ 
وفق قا » یکون س۲ <ع جه س < /۱ع ( ويقتصر على الجذر‎ 
الموحب لان س د با * ) . وواضح آن کل عنصر ع  ۰ (فقط)‎ 
وبما أن قا متباين وغير غامر فبو ليس تقابلا‎ 
و اسان مائلة لما رأيناه في التابع قا نرى أن التطبرق كا متباين.‎ 


ولأمباب ماثلة ا رأيناه من أجل التابع ها نجد أن التطبق كا 
غامر . 


وبما أن كا متباين وغامر فهو تقابل . 
۲ - لتکن ا جحموعة سرہ = ( ٤۴‏ ۹۰۸۰۷۰ والتطبيقات 


الثلاثة » ها » قا المثلة في الأشكال (8م١)‏ > )١44(‏ 2 
(1۸e)‏ أي من هله التطسقات دقل تطسقا عکسا 1 


۳¥ 





الشکل (۱۸۳) الشکل )۱۸٤١(‏ 


ال : 

من العلوم أنه ي يقبل التطبدق تطبيقا عككسياً يحب أن يكورن 
التطبدق المفروض تقايلاً . وبا أن قا هو التقابل بين التطسقات الفروضة 
فله تقابل عکسی . 


۳ - برهن آن التطبیق : 
تا : رع هی : س‌سههس"-۱ 
تقابل » ثم أوجد التطيرق المكسبي له . 
0 
بفرض س, » س عنصرین من بل ( النطلق ) یکون : 
تا (س,) ع تا (سپ) > ۸س -۱< هس" -۱ 
ع 


م لے ۴ ۳ 
کے س سپ > س کے سپ 


یکون : 


۸ س“ ادع جه س = 


+¥" 

۳ 
: "مرا ۱+۶ 1 
وواضح أن بع دبا ه ع +۱دب سے 3 ده ہا أي 


أنه من أجل كل عنصر ع من الستقر بقابله عنصر س من النطلق فالّابم 
تا غامر . وآخبرا فالتابع نا هو تقابل . 





وبفرض ع هي صورة س وففق 5 فان س تکون صورة ع وفق. 

التقابل المکسي جات أي أن : 
س سے تا" (ع) 
۳ باه 

وحسپ (۱) یکون : 9 رع ۱۹۵ 

ویکون التقابل المکسي : 
۲ ع+۱ 

۲ 





تا-': ےئ ع ےم 


وبما أن ع رمز اختباري لتحول التطبری » آمکننا کتابة التقابسل 
+۱ 
سی سا 
مستخدمين من الرمز الألوف لتحول تابم . 
6 - لدينا التطميق : 


:6 - (ه] سه ب - (9) سس سم 





۲ س + ۱ 





9 


۳۰۹ 


رهن آن تا تقابل وآوحد تا-۲ . 
احشےل : 
بفرض س, ؛ سں عنصرین من النطای یکون لدینا : 
تا (س) ع قا(س) حه سس به سلست زیالثعریف ) 


سے ( ۲٣س‏ +۱)(س -۲(<)۵ سم +۱)(س, - ه) لان 
س عليد ه »© سې غه 
سح س = س »© فالتطبدى لا متباين . 


وبفرض ع عنصراً من الستقر و س عنصرا من النطلق بقابله ع 





۴۳ س + ۱ 
ركون. سح جاع 
ي 
وبحساب س بدلالة ع محد : 
ه ع + ١‏ 
و 
جا 


وبا أن الكسر فی العلاقة الأخبرة معراف مہا کانت ع من الستقر 
۴ - (۲) لن ع چ٢‏ . فکل عنصر ع من المستقر يقابه وفق تا عنصر 
س من النطلق أي آن التطنق با غامر . وأخيراً فالتطبيق تا تقابل . 
ونجد بسهولة أن التطبيق العكمي هو : 


۵ س +۱ 





TS‏ و عجو 1 موحت 
و 


۲۷۸ 7 ل كل علاقة من العلاقات الواردة 2 هذا التهردن تطميقا 
4 2 ی كنت العلاقة الممتنلة ل واه تا وعدن موعه 


۳۰ 





ا الات التالة : 
إي۹- ا(س)حس ٤+‏ 4 حا(س)عس- ۷ 
بے أ(س) حمس اهم ۵ حا(س) سے س؟ 
حے ا(س) س ٦١+‏ 6 حا(س) ع س" 
۱ 
ئ - ا (س)ےس ہ+۔ )6 ہرس وچ 


اخسل : 
لثرمز محموعة متطلق دا ب س ولتحوها ب س وشموعة مستقره 
ب .م ولماحوها ب ع فتكون جموعة منطای حا هي ,ع نفسپا» ولنرمز 
مجموعة مستقرها ب ص- ولتحوفا دص © فنکون : 
(- إن التطبيق تا غامر ومتباين يقابل بين كل عنصر س د سم 
و عذصر IE‏ يحمث يكون ع داس + 4 وإن التطسدى حا (س) 
غامر ومتباين أيضا يقال بين كل عنصر ع د .ع وعنصر و حند 
ص و صرم نحسث يكون : 
ص ح ع - ۷ حه ص ع ( س + ) - ۴ سے س - سم 
حاه ا 
أي حا [ تا (س) ] = س - م أو س سه س م 
إن التابع حاهتا تطبرق غامر ومتياين ( تقايل ) » فحموعة 
تعریفه با وجموعة قممه ,] . 


ب - إن التطبرق تا تقابل يحقق العلاقة ع حم س - ه أما التطبدق 
حا فهو غير غامر وغير متماین لان عمو عه قدمة وی ولا 
( علد س)"' = س" وهو يحقق العلاقة : 


ص = ع حه ص ع ( ٣س ٥‏ )؟ 


۳۱ 


س‫ 


اي 6ا )سے رس -ه) 


ان التطہ۔ق حاه تا من بل یی ی لسن قاض لان تموعة قنمه هی 


س = ب اج عه ص 2ع ( ج٣‏ ن )5 = هاب 


و عن د ی عه کن ک کی .کے ھن 
۳ 
و اما حمو عه دعر نف هد ا التطسی هي جموعه منطلقد 
ح ‏ تا( ) تقایل علافته دي ۷ و حا (س تقابل أنضاً 
00 
ص ع > ص ع راس + ۱)" 


إن التطمہی جا و تا مانن وعامر دط.ی 2 عل 1 


قت تا تقابل علافته ع دس -۱ آما حا ھی تق غر غا 





ای اا کي سسھ u‏ 
۱ + ( س )١‏ 


لس 2 ان #سمته مو حمه درشا أي مو عه سمه دي 2 0 


۱ 
س = ب لما ١‏ هه ص = 
١‏ + ب 
۱ 
و س = دنت ۷ ته ض ع اسح ب 
+ تب 


وأما جموعة تعريفه فهي با . 


۳1۲ 


س + ۱ 





۹ -- تعر ف العلافتان: تا (س) سے (۲س-۷) و حا(س) ے 
ن 
تابعين من .مم ه هم (حبث ع مموعة الأعداد العادية ) . 
0 اكتب علاقة التابع المركب : حاه تا وعمّن جموعة تعريف 
هذا التارم . 
ب - ما هي امحموعة التي مجب آن ناخذها منطلقاً للتابع تا 
لبصبح حاء تا تطبسقاً : 
الحل : 
إن التابع تا (س) < ۲ س - ۷ بربط بکل عنصی س و .ع عنصراً 
وحمداً من او فپو تطی و هو عامر ومشماین > ادا رمزنا 00-2 لتحول 
مستقرہ فانہ محقق علاقة من الشکل : 
ع < ۲ س - ۷ 
أما التابع حا (س) فانه لا عثل تطبيقا لأنه غير معرف من أجل 
س < + ١‏ من المنطاق .م 4 ادا رمزنا ب ع لمتحول منطلقه ود ص 
حول مستقره فان علاقة هذا التابم هي : 





+۱ ( ۲ س - ۷) + ۱ ٢س ٦‏ 
ع ( ۲ س - ۷) - ۱ ۳۲ س -۸ 


إن جموعة تعريف هذا التابع کتابم مر کب حاه تا هي ع -۔؛١)‏ 


ع الصبيمع التاہم حاه تا تطسقا ادا کان منطلقه مساویا جموعة 
تعريفه أي إذا كانت جموعة منطلقة هي المجموعة ع - 4۱ ). 


۳ 


ہار ن ا 


۷- بسن أي الأشكال الا تة کم تابعاً » ق و ر 





)۱۸۹( الشکل‎ e 


الشکل (۱۹۰) 


۲۲ 


۱ هم‎ {GY ۰ ١ 


الشکل (۱۹۱) 


۲۸ - لتکن رہ = ۰۰۰۳۰۲۰۱۱ والعلاقات من سیم ای 
سم المثلة بالأشكال (۱۹۳) )۱۹١( ٤ )۱۹۳( ٤‏ : 


© حم 4م هه ی 


۱ 6 ۳ 1 ۵ 





الشکل (۱۹۳) 


ی ۲ > مه س 


۱۳۳ ٥ 
)۱۹ :( الشکل‎ 
أي هذه الأشكال عثل تابم) ؟‎ 
أي العلاقات الآتدة من ب إلى ريم والشلة باحططات‎ - ۹ 


۳۳۱6۵ 


الديكارتمة الا تة هي تابع ہس عمن جموعة تعر يف كل تابع 5 





الشکل (۱۹۵) الشکل )۱۹١(‏ 





الشکل (۱۹۸) الشکل (۲۰۰) 


» ۷ س- لدننا الناہم ۵ ,ىسا کس سای 


مع الما ان : تا (س) = . من أجل س < ٠‏ > تا زس) حدس 
من أجل . << س سج ۱ » تا (س) < - ۱ من أحل س ٠>‏ 


> )4-( یٹ عسن بجموعه تعریف التابع تا > و و حد قسمة تا‎ ١ 
. تا .) ) كن * تا (۲) »> تا (.ه)‎ 


۱۱( - لدینا التابم تا: جج ے ع :دس هتا(س) 


مدي 





و تا (س) = س" من احل ۰ << س < م 
-٦‏ ھا موعة تعریف التان تا ؟ 
س ار سم ا خطظ الدیکارتی للتابع تا 


تا : ج هر :س ے طوله لاقرب سفتمار 
حدث ج جموعة سکان القاهره 


تپ : ق مره لاقرب سره 


س + ۱ 





تأى : یھ + س سه 
تأ : با سے با : س س" + ۱ 


۳ - لدینا ال جموعة سم سے ۵۰۰۳۰۲۰۱ 
والعلافات مم “ عي © یں 6 یں من سوم الى سر م اللي ساناتها 


على الترتيب هي 

)6١((‏ 6 (۲۶۱) 6 (۳۲) 6 (ع»0)) 

{(o“t) 6(1‘) 6 (rr) 6 (r“r)} 

[(r“o) 6 (rt) 6 )۱۰۳( 6 )۱۲ ( 6 )۱۶۱((‏ 
( (۲۶۱) 6 (۲۲) 6 (۳۲) 6 (۰0۳) 6 ( 4۱ 
أي الملاقات السابقة توابع » عين جمؤعة تعريف کل تام 


۳۷ 


- 6 


- ۷۵ 


- ٦ 


-۷ 


- ۷۸ 


- ۹ 


- ۲۸ ۰ 


لدہنا ا حموعتان سہ = إ ٹب |) 9 کچھ ا 
ما هی التوابع المکنة من سرم إلى .ع ؟ 


م العر فة کچ دی 2 
س م ع ج س ل ع 
آثدت آن العلاقة سس تانم . 


لد دما احموعتان سہ = ا آت | / جع ۱۷۲ 
ما هی التطسقات المکنة من سم إلى ع ؟ 

ل اتام ی داس سمس 

عين مقصوره ها على المجموعة / 2861١‏ خم 2 )2ه »2 !. مثثل 
هدا المقصور ديكارتيا . 


لدینا التایمان العددیان لتحول حققی : 


۳ 
۹ 


ها: )مه رل : س سم س +۱ 
هل هذا التابعان متساویان ؟ 





0 ہد کت می 7 


ما التطسقات ب- ‏ ہہ 

. التطسق الدي بربط بکل تانوية مدیرها‎ - ١ 

۲ - التطسق الدي ربط بکل کتاپ عدد صفحاته . 

۳ - التطبیق الدي ربط يكل بيت من بیوت دمشق رقمه. 
؛- التطبيق الدي ربط بككل دحاحة وزنا . 

آمن المکن آن بکون التطسق الثابت متاین) ؟ 


۳۳۱۸ 





5١‏ - ما المجموعة سرم التي يكون عليما التطبق الطايق متباب) ؟ 
۲ - أمن المکن آن یکون التطسق الثابت غامرا ٠‏ 

۳ - مق یکون التطبیق الثانت متباینا وغامرا معا ؟ 

ي٤۵‏ - مل التطسق التطابق علی جموعة غامر ؟ 

۵ - لیکن سم > ۰۱ ۲۰۱۰ ۳) 6 6 ۰۰۰۱۰۰ 


تطبیقا عكسيا يطلب تعبینه . 


۹ لیکن سحه ما -(-) 6 عع -) 


کت ا 
۴س + ۱ 


تل یقبل تطبیقاً عکس يطلب تعبینه . 


٠.‏ رهن أن 





والتطمدق تا : سم > اع + س س 


۷ -- نرمز ب [ ب »> ح ] مجموعة الأعداد الصحيحة س الحتةة 
للعلاقة ب < س < < وليكن تا » حا تطبيقين ل صرم في 
صم معرفين بالعلافتين : 
تا (س) سے ٢س‏ و حا(س) سے س؟ 
أجب على الأسئلة التالة : 
۱ - هل التابعان تا » حا غامران أم متباینان ۴ 
۲ - بفرض ھ =[ ۱۳ ] 6 2 < [ ۲۰۰ ] 
ناس احسب ا حموء_ۃة حازرھ ںھ') ر حا(ھ) ں حا(ھ') 
مادا تلاحظ ؟ 


)۲۱( ۳۹۹ 


< احسب ه مه" » تا(ه م ه") » تا (8) م تا (ه ) 
مادا تلاحظ ؟ 
و احسب حاڑھ مم') > حا (ه) م حا (ه') ماذا تلاحظ؟ 


علا بأن تا (ه) » حسث ۵ مموعة حزئنة من الاطلق > هي ا حموعة 
الکونة من صور عناصر م وفق 5 . 


۲۸ - لنکن تا » حا تطبقين ل ط في ط معرفین بالعلاقتین : 


۱ 
۱ تفا سے س اذا کان رو حہ 
تہ (س) س 1 ن س زوجدماً 


| ضا اَل كت إذا كان س فردبا 
و بسّن فما إذا كان تاو حا غامرين ومتباینین . 
عرف حاهتا 
م .حل المعادلات 3ا (س) ح ؛ »تا (س) ع م١‏ > حا (س) = ٤٤‏ 
دا (س) ع ١+‏ > حا (س) = 


از ماد مو | له ۰ 

¥ - کل من الاشکال “٩ )۱۹۰( ٩ )۱۸۸( ٩ )۱۸٩(‏ (۱۹۱) یل 
تابعا وجموعات التعريف هي على الترتدب : 
E‏ كي أ كر وكاو امام 

بم ه” - الشكل (ع؟١)‏ عثل تابعا حيث كل عنصر من میم یقاب 
عنصر و : 

۵۵ - کل من الاشکال )۱۹٦(‏ رمو ) > (۱۹۹) ؛ بٹل تابعالأن 
کل عمصر من المنطلى دقابله عنصر على الا کش مر الستقر .. 
ونتأ كد من ذلك بر سم مستقمات توازي ماع قبعد , هذه 
الستقمات لا مشترك سم ا حرط بط دأية نقطة والبعض الآخر 


۳۲۰ 





بشترگ مم الفطط رنقطة واحدة : وجموعات تعر دف هده 
E‏ ز ۲ ۱ ۳:۳ 

وکل من الاشکال (۱۹۵) » (۱۹۷) » (۲۰۰) .لا عشل 
تابماً لاه بعض الستقمات الوازية ل م ع تشترك مم ال خطط 
بأكثر من نقطة ۰ 


٠‏ ۳۷ -.- ٦ے‏ جموعة التعریف هي سی تا (—4) کے م © قا (۰) -ے ه 
۱ ۱ 
تا ٹا = سب 6 وا ڪڪ مس ۳ ۰ سے ہہ 
E hl‏ )۲( ۱ تا( م) ۱ 


۲ - احطط الدیکارتی الشکل (۲۰۱) 





الشکل (۲۰۱) ۵ (۲۰۲) 


۷۱ - ۱ - مموعة تعریف التابم هي الحال [ - ۲۰۵ ] . 
۲ - اقطط الدنکاري الشکل (۲۰۲) . 


۰۰۳ - |" طسقات هي تا 6 تپ 6 تا 


٣۳‏ - کل من سم بے لدست تايعا ؛ موعة تعریف التابع ا معين 
اس هي (۱6۳۰۲۰۱) 6 وجموعة تمریف التبم الم 
ب م هي ۵۰۳۰۲۰۱ )» وهذا التابع تطبرق . 


۴۲١ 


)۲٢٢ ( بضاف الی التطسقات الوارة فی التمربن ا حلول رقم‎ - ۲٤٣ 
: )۲۰۹( ۰ )۲۰۵( » )۲۰:( ۰)۲۰۳( التوابع الممثلة بالأشكال‎ 








سے سل 


الشکل (۲۰۵) 





۲۵ توق لان کل مم حى س 3 سل نقابله ممحی من سر م متعأمدمعه 7 
۹ - هي التطبيقات : 


۵ ما ( هه ۱ لماعم 
هد ا ۳ 
ا ?سما ۱ س 
ا sS A.‏ 
وكل تطبيق ينتج عن التطسقات الثلاثة الأخيرة تمادل موضمي ۲ رب 
۷ - ها: 4۳۲۱۱ و ! -ه ی : س هس والتمثيل 
الدیکارتی ااشکل (۲۰۷) : 


YY 








الشکل (۲۰۷) 


۷۸ - اسا متساودین لان ع ی ع 
۱ ۱ تک لان جموعة تعر بف الاول ما مہ 
۱ تعريف الداني رع واحموعتان غر متسا رت“ (١ِ‏ وجموعة 
۲۰ - ر ۰ ل .= 75 هم ۰ 
ج ن التطبيى الثابت متدايناً إذا كان اليلد 
۱ 1 لی جموعة و حہد٭ 
۱ - ید موعة ۱ علیہا متا 
۲ - یکون التطسق ال“ ۱ وس 
۴ لنطبيق الثابت غامراً إذا كان المستقر جموءة 
1 و حنده 
۳ - بکون التطبیق الہ 
6 طبيق الثابت غامراً ومتنانا مم) اڈ 
لمسدقر والمنطلق لموعة وحصسدة المنصر 1 ٤‏ : ۲ 5 
۲۸۰ 55 المتطسق المطابق على مموعة ۲ ظ 
۵ تا :رع 1 
e‏ 
6 س ه ۷اس . 
بار هر ٠‏ ۳ 2 
مسق الما کس هو : ف تا متماین وغامر 


0 
ہے تم : ےم کرت 





1¬ ۲س 
۳۳۳ 


۷ - ۰۱ - (تا) غامر ومتباین » (حا) لیس بفامر ولا متباین . 
5 م- من ها[ ۳  ]۲‏ 
تا ره ن ا دج ت ۲ ریا 
تا (ھ) را تا (ه) رو و ۰۰۲ ۲ن ۰ 6۲۰ 
ے تا( ه ن هم" ) 
بے حا(ھںھ')ے(۱۹؛٢٠٦.)‏ 
حا (ھ) ں حا (ھ') >٭ ( :۱۰۰۱0/۱۰۱ 
حا (ھ ں ھ') =حا(ھ) ں حار(ھ') 
< ھ م ھ' = [ ۱۰ | تا(ه مه ) در » 
تا (ھ) م تا (ھ') ۰۰۱ ۲) 
حا (ھ ۸ ھ') = ٤)۱١‏ حا (ھ) ہم حا (ه')-|ا. ١6‏ 2»؛!» 
حا(ھ ۸ ۵') چ حا(ھ) محاره'). 


1 


سب 


. --(م)غيرغامر ومتماين ¢ (حا) عامر وغير متمابن‎ 5 - YARA 
. اب حا [ تا (س) ] = س وهوعغامر ومشاین‎ 


_ س = ۲ » مستحملة » س = ٩۸‏ س - 76 © أي عدد فردي. 


القتصّبل الشَامِن 


مر موعا اب 


(الأعدادالأساسية) 


۸٤‏ - تکافؤ انجموعات 


Êqüipotence d’ensembles . Equivalence of sets 


یکن للطفل الذي قد لا بعرف المد" بعد أن يدرك فما لو آن عدذ 
الکراسي في غرفة ما مساو لعدد الأشخاص ني هذه الفرفة . یکضه من 
أجل ذلك أن يحمل كل شخص فى الغرفة يأخذ مكان) له على أحد 
الكرامي فيكون بذلك قد کون أزواجاً بتألف كل منبا من شخص 
و كرسي . فادا لم يبق كرسي دون شخص جالس عليه ولم يبى شخص. 
دون كرمي محلس علمه فاننا نقول عندئذ » وكا مر سابقاً » إن -ناك 
تقابلاً بين جموءة الأشخاص وتموعة الکراسي أو نقول إن المجموعتينمتكافئتان. 








تعريف : نقول عن جموعة سرم إها مكافئة ( 5ما ) لمجدوعة أخرى ع 

إذا أمكن أن نحد تقادل بين المجموعتين سرم ورع » أي إذا أمكن أن 

نجد تطبيةاً غامراً ومتبايناً منطلقه سرم ومستقره ع . وبلغة الرموز : 
سرم بع رع ( تقرأ سرم تكافىء ع ) 

عندما يوجد تطبيى : تا سصہ ے ع غامر ومتباين 





ویقال عن كل جموعتين متكافئتين إن لا القدرة ذاتما . 


۳۲ ۵ 


مشال (۱) : 


مثال (۲) : 


مثال (۳) : 


إن جمرعة جميع الأعداد الصحيحة ا لموجبة مکافثة مجموعة جمبع 
الأعداد الصحمحة السالية لأنه يمكن إيحاد تقابل بين هاتين 
الجموعتين کأن نقابل مثلاً بين كل عدد صحبح موجب بالعدد 
السالب الذي بساویه بالقممة الطلقة . 


إن ا حموعة سم د( rer‏ لا تکافیء ا حموعة ع = .2 r‏ 
انه ستصل علننا إيحاد تقابل بن احموعتن . 
إن المجموعة ط » جموعة الاعداد الطسصة » تکافیء احموعة 
ی الكونة من الاعداد الوحبة الزوجبة » لوحود التطسق 
الفامر و الماین ۳ 

تا: ط ے ز 

س ہے ٢‏ س 

فالعدد ١‏ من 17 نقادله المد د ۲ من ٭س والعدد ۲ من ط بقابلہ 
المدد 4 من “عم وهکذا ۰ 


ملاحظة (۱) : 


إذا كان سم تح و سر نج و سلسم م ہم = ات کا 


فان سر 


ں سے ےہ ےم ں عم وذلك لأنه إذا كان هنالك تقابل 


عنصر مشتراد بن سے و سہ کا آنه لا بوحد أي عنصر مشترك بن 
ع و شم فانه بوجد تقایل بین سم ن سې و مغ لا ځې. 
ملاحظة (۲) : 

لا عكن, لمحموعة الخالىة أن تکافیء سوی نفسپا . 
ملاحظة (۳) : 


نستنتج من تعريف تکافؤ جموعتين ماثشرة أنه إذا کانت سوہ وع 
و صم ژلاث مموعات فان : 


۳۳۹ 


. سيم يعم عه ع به مرہ‎ )٢( 
. سیہدع رع به سرم عه سروم بع صہ‎ )۳( 
وهكذا نرى أن التكافؤ أنه في ذلك شأن التساوي والتشابه في‎ 
. افندسة منعکس ومتناظر ومنعدي‎ 
( مثال ()) : لتكن سر م موعه نقط مستقم ) ناخذه عورا لالسدنات‎ 
: ولتکن ع مموعة نقط نصف الدائرة‎ 


قآ ۱۶ ۶۰ ۲ 
الي یقم مر کزها نی النقط: 
( ۱۶۰ ) . ان طرق نصف الدائرة 
أي ( ۱۶۱ ) و ( -۱۱ ) لا ینتممان 
إل خ (حيةاع 2< 1 ) .. 





من ہم 7 


١ 
)۲۰۸( الشکل‎ 


إن سم ید ع لاذه . و( على تقابل بين جموعة نقط سرم 
وجموعة نقط رع ویکفی من أجل ذلك ان نقابل کل نقطة 2, من ااستقم 
بالنقطة 2 من ذصف الدائرة الي دقح معہا على دصف قطر واحد 1 
ثم إن المجموعة رع تکافیء ال حموعة صہ المکونة من جمیم نقط ا جال 
صرم - ؤس : - ١‏ << س << ۱ 
ولبرهان ھذا النکافؤ يكفي أن نسقط ذقط نصف محلط الذائرة على 
محور السنات ( اسقاطا قائما ) ونقابل کل نقطة عسقطبا . 


ع 


عي 


۳۳۷ 


۸۵ - الحموعات النتهية وانحموعات غير النتهية : 


ولقد .ا في هذا العم على عملية العد حمث انا إن الجموعة اة 
هي تلك عکن آن ننتبي من عد عناصرها وان احموعة غير المدمهسة 
هي التى لا تنتبي عملية عد عناصرها . 


وستحاول 2 هذه الفقرة مدع تعریف دفىى هدن النوعين من 
جموعات کا اننا سنحاول بعد ذلك أن نيز بين الأنواع الختلفة لمجموعات 
ین امیا 
اذا رحمنا لمثال (۳) من الفقرة السابقة فإننا نلاحظ أرد_ جموعة 
الأعداد الطبيعمة تكافىء موءة الأعداد الطبيعية الزوجبة » التي هي جموعة 
جزئبة من الحموعة الأول ٤‏ في حين أننا نلاحظ أن المحموعة سرم في 
الخال (۲) لا تکافیء احموعة ع التي هي جزه من سم . 


ولس الأمر کذلك فقط بل انه لا عکن لمحموعة سم آن تکافیء 
أي جموعة جزئبة منہا مختلفة عنها . فهنالك فارق أساسي اذن > بين 
ا حموعة ط فى المثال (۳) وا حموعة سیہ ى الخال (۲) » فالأوی آمکن 
تکافوها مع جزہ منہا ختلف عنها في حين ل يمكن ذلك في انیت ۱ 
تقول عن الأول | إنہا جموعة غير منتهسة » ونقول عن الناننة ! نہا جموعة منتبمة . 









تعریف !'' : نقول عن جموعة إنماأ عير منتہة إدا أمكن تكافؤها 
هم حرء ا ختلف عنها » و الا فاننا دقول عنہا إا منتهمة ي 








۶ 6 في منشوره‎ ١ ۸ ۸ بعود هذا التعر يف الى رمتشارد ديد كند الذي ذ دره في عام‎ )١( 
هى الأعداد وما ينبغي أن تككون ؟‎ 


۳۳۸ 


نظریة : إٰذا كانت ج جموعة ھنتهبة وج جموعة جزشة همها فان 





3 تکون آدضا منتہمة . 


البرهان ۹ 


02 ور ان > وعا أن ج - پت 
عن کل من a‏ و فاده رکون جو میا الملا حظة ) (١‏ 
جد ۷ (ج <ج) #۶ جب (gE) U‏ 


7 


أي:  FE‏ نا (ج-ج,) 
ولکننا نری دسو له أن يل لے سر )دج : 
دنج من هذه النظرية أنه إذا كانت da‏ غير منتہمة وج تحوي 1 
فان ج تككون غير منتهمة © لآنه لو كانت ج منتہة فعندئذ تكون ج, 
(ائحموعة ال جزئة منہا) منتہة وھذا خلاف الفرض ۔ 
جموعة منتہة لان ج تحوي بموعة چ واحدة ختلفة عنہا 
هي ا جموعة الخالية . ومن الو اضح أنه لا عکن إحاد تقابل 
بين ج وامحموعة الالمة . 
لان ج توي ات جموعات جزئية مغتلفة 5 ب و وح وه ولا 
يكن إيحاد تقابل بين ج وبين أي من هذه الجموعات الجزثبة . ومثل 
ذلك نرى أن کل جموعة تحوي عدداً محدو دا من العناصر هي جموعة 
منتهمة » حتى أن المجموعة المكونة من جميم الكتب في العالى هي جموعة منتبية. 


۳۳۹ 


مثال (۲) : ان مموعة نقط مستقم غير منتهية لأنها تكافىء » 5 مر سايقاً 
في الثال 4 من الفقرة ۵4 » نقط القطعة ۱-۱ ۰ والتي 
تثل جموعة جزئية منها محتلفة عنها . 
البرهان : إذا لم تكن ب منتهمة فبي غير منتهمة وبالتالى يوجد جموعة 
س٣‏ جزئية من ب وختلفة عنها ومكافئة لها أي ب به ب . لتكن م عناصر 
ہن عناصر ۲ و عناصر نت + ۵ ل جموعة حزشة هن ۲ ومحتلفة عنہا . 
لنلاحظط أن ٹل نم ت و .۰ 


ارت رت ول عم بل 


A‏ — اجمو عات القابلة للعد 
Ensembles dénombrable . Denumerable sets »‏ « 


تعريف : دقول عن جموعة سر م إنها وابله للعد اذا كانت مكافئة 
لمجموعة الأعداد الطسعية أي اذا كان : سوم یم ط 


بلاحظ آن سرام غير منتهمة لآن ط غير منتهمة أيضاً . 


ملاحظة : بالعوده إلى تعردف ال المة الدي مر ف الفصل السایع 
نستطيع القول إن المجموعة القابلة للعد هي ا حموعة الی عکن کتابتها 
على شكل متوالية غير منتهبة ( أي دك المجموعة التي يمكن ترقم عناصرها) . 
نتيجة : نستنتج من التعريف مباشرة أن كل جموعة مكافئة لجموعة 


قابلة للعد هي موءة قابلة للمد . وأن كل موعت عابلتن للمد متکافشتان . 


و ى۳ 





مثال )١(‏ : ان جموعة الأعداد الزوجمة الموجمة قابلة للهد لأنما مكافئة 
ارغ ظا 


۱ ۱ ۱ 
مثال (؟) : إن الجموعة ج :21> »4 - »...مس2 ... | قايلة للعد 


لان التطسى تا : سه 


ص 
تا 


۱ 





سا 


س-7 ۱ 
عامر ومتبان ۰ 


کو ہا 7 


نظرية : كل شموعة جزئية من مموعة قابلة للعد هي (على الأكثر) 
جموعة قابلة للعد ( أي انها إما منتببة أو قابلة للمد ) : 


تمنو سے سو و 





البرهان : لتكن ٠‏ مجموعة قابلة للعد فعندئذ عكن كتابة هذه الحموعة 
على شكل متوالمة . 
کی کا کے وه (۱) 
لتكن "' جموعة جزئية من م ولنفرض ر العنصر الأول من المتوالة 
۱ 


)١(‏ الذي ينتمي ل مم ولسکن ۳ العنصر الشانی ومکذا ... فاذا 


رمزنا ل 5 - د ول ۳ ل ې عد ۹ تكون ٢‏ هي : 


۳۳۱ 


۷ - اجموعات غبر القابلة للعد : 


إذا لم تكن احموعة منتپية و|ذا م تکن قابلة للعد فعندئذ تسميها 
جموعة غير قابلة للعد . 

ولكن هل توجد بالفعل مجموعات ليست قايلة للعد ؟ لآنه إذا لم توجد 
أية موعة من هذا النوع فلا حاجة للبحث في مثل هذه المجموعات . ان 
الجواب على هذا السؤال يتضح من النظرية التالیة : 









إن جموعة الاعد اد ا حققسة ٠‏ << س <2 ۱ لاست 






نظرية : 


قابل للعد . 


البرهان : يكفى أن نبرهن أنه مها كانت متوالمة الأعداد الحقيقية : 


٢ ۱‏ ۰ ه ۰ سے گے (. جح سي <۱ ) 


فانه بوحد عدد حقيقي 5 ( ۰ << و <2 ۱ ) ختلف عن جبم عناصرها. 
وهذا يعنى أن أي تحاولة لترقم جميم الأعداد الحقيقية في امجال المفروض قاءلة. 
إن طریقة البرهان الى سنذكرها الآن » والتى تسمى طريقة كانتور » 
تعتمد على الفكرة التالية : 
يمكن كتابة كل عدد . << س < ١‏ على شكل كسر عشمري غير 
مشه من الشکل : 
ک0 "لام سپ سل 2 


ديت : .۰کس جه (۱<2۸2 ۰.۳۲۲ ) 
۰ ۱ 
فالعدد ئ2۳ بکتب بالشکل : و والعدد ١‏ مكب 


۳۳۲ 





بالشکل ۰۰ ) وه ونم هده الکتادة دشکل وحمد 3 وھکذا نحد أن 
الأعدادب, » سى » ... تکتب علی شکل متوالمة من تلك الکسور العشریة: 
مج ات ضس بے ص ۰۸ 


۰ سے دی ہے نے ۸ 


هه ص سے اسمس ضيه ره 


لنشكل الآن من المناصر القطرية في الجدول السابق العدد العشري 


سا ې سې ې س وه ولنكون عدداً عشر ا حد بدأ حصل عله من 


العدد السابق بأن سبدل ب وو ( 2 < ۱ ۲ ۳۲ ...) عدداً صحیحاً 


آخر حر (. سے ح < ۹) يختلف عن سور نفسه فعندثذ یکون 


هذا المدد العشری ا حدید : 
5 22 زه سی و 


محققاً الشرط ١‏ > د > . وهو مختلف عن كل عدد سے منالمتؤالية 
الذ كورة لاختلافه عنه في الرقم النوني . 







نظرية : كل جموعة مكافئة لمجموعة غير قابلة للعد هي جموعة غير 
| قابلة للمد کذلك . 


إن برهان هذه النظرية ينتج من التعريف مباشره . 


سنبرھن فی التارن ا حلولة ان ]۱»۰] نم [۲۱»۰ » وبا أن المجموعة الأولى 


غير قابلة للمد فالتاننة غير قابلة للعد كذلك . 





نظرية : كل جموعة غير منتببة سیم تحوي مموعة جزئية قابلة للعد . 
البرهان :. لنأخذ من سرم عنصراً كفا س, . فما أن مسرم مموعة غير 


۳۳۳ 


مننہمسة فان-4 دو حل ق سوم ۔ س عدصر سرپ ودوك ف 
مسرم إس, » سي ) عنصر ثالث س وهکذا ... نحصل بذلك على 
المحموعة القابلة للمد اس > س » سم > ...۱ ازئية من سیم وهو 
انظارت: 


مثال () : إن مموعۃ الآعداد ا حقنقة النتمبة إلى ال جال القلق [ب٤“ح]‏ 
ھی موعة غبر قابلة للعد. ذلك لان التطبیق تا(س)دت+(ح-بپ)س 
الغأمر وا لمتبان تقایل بن احال [ * و۱ والمجال [ ب > ح ] > 
فحموعتا الاعداد الحقدقسة المفروضتان متکافتتان .. وحیث أرن 
الأولى غبر قابلة للعد فالثانية غير قابلة للعد كذلك . 


نسمی ا جال 1 ۱۰ ۱ الستمر Continu < Continuum‏ 


وسنلاحظ ف الارن المحلولة أن هسع الستقمات و أنصاف الستقمات » 
إذا نظرة المها كمجموعات نقط متكافئة فما بينها ومكافئة للمستمر . 

ولنطرح الآن السؤال التالی : 

لاحظنا فما سق ان ال حموعة النتہة لا تکافیء أي جموعة جزئية 
منہا ختلفة عنها وأن كل مموعة جزئية من موعة منتہیة هي ڪذلك 
موعة منتہلة . ۳ بعد ذلك أن المجموعة القابلة للعد تکافیء ءا 
منہا ( شأنہا فى ذلك شأن کل موعة غير منتهية ) وأن المجموعات الجزئية 
حموعة قابلة للعد قد تکون قابلة للعد وقد تکون منتهنة . ثم صادفنا 
بعد ذلك جموعات لست منتهية ولست قابلة للعد ٤‏ محموعة الأعداد 
ا حققة نی ا جال المفلق [ ٠٠١‏ ] والتي دعوناها الستمر . ویکننا بسپولهة 
أن نرى أن المجموعات الجزئية للستمر ( ولل#جموعات المكافئة له ) قد 
تکون مکافئة للستمر وقد تکون قابلة لاعد ( كأ نختار في ا جال 


۱ ۱ ۱ ۱ 
۰۵ ] التتالرة س 6 سب 6 ل 6 سب ,.. ال تلتمی سم عناصرها ! 
] [ + ابي ۳ 1 o‏ لبي 7 6 صرها إلى 


۳۳۹ 


احال اند کور وهي بحد ذاتھا بموعة قابلة للمد » آو منتهبة ز کار 


۱ ۱ 
ناخذ العددین -- » ست كمجموعة جزئمة من الستمر ) . 
وی ۳ ١‏ اا 


والسؤال المظروح الآن : هل هنالك خطوة أخرى بعد هذه الخطوة؟ 
أي : هل توجد جموعات غير ممتهية وغير قابلة للعد ولا تكافىء المستمر ؟ 
إن الحواب على هذا الؤال بالإيحاب . فمحموعة التطبيقات الحقمقية المعرفة 
على المحال [ ١,١‏ ] والتي تأخذ قيمها في موعة الأعداد الحقدقية هي 
جموعة من النوع المذكور . وقبل البرهان تذكمر بأنه یکفي کی یکون 
تط‌ی مفروض تلف عن تطبيق آخر معراف على اانطاق ذاته أر. 
يختلفا في قبمتنها عند عنصر واحد على الأقل من الماطلق . 


ولبرهان النظرية نفرض أن ادعاءنا غير صحبح وأن التطسقات المشار 
البها مكافئة للمستمر وهذا يعني أنه يوجد تقابل بين ال حال [ ٠٠١‏ ] وبين 
جموعة التطبيقات المذكورة » فكل قسمة سب من احال الذ کور تقابسل 
تطسقا وأا نرمز له د 0 (س) . انکون الارن تطسقا جديداً 
حا (س) معرفا على الجال ۰سا مت یکون حا(ت)عجا ‏ (ت) 


من أجسل كل قیعة سب من ال جال المذكور ( وهذا مکن رن 
الستقر یتکون من محوعة الاعداد الحقرقية ) . فالتطسيق حا(س) لا 
بطابئ أي تطبیق ہی (س) لان اس (س) سج حا (س) من جل س = ب 
على الأقل . ونا أن ها رت أبن الْطسقات المعرفة على احال [ ۱۲۰ ] 
وا شل قيمه في المستقر المذكور فانه محب أن بطابق أحد التطسقات 

طى (س) . أي مجب أن یکون ای (ب) ے حا(ب) وھذا غیر صحم 


)۲٢( Fo 


: « Nombre Cardinal . Cardinai number العند الاساسی ۾»‎ - ۸۸ 


عندما أدخل الانسان مفموم العدد العادي انطلق من شکل ابتدائي 
يعتمد على تحزئة الصحيمح إلى عدد معين من الأجزاء > ولكن إذا أردة 
الحصول على تعریف دقدق للعدب العادي علينا أن نقلم عن هذا الث 


ب 


چت 1 للماد۔ 3 ۰ ۲ الاح اد الط 1 ۱ سج 
ننظر همد !۱ دی علی اس 7وج سض ی اه ۲ كه سے گر 


کته ٤‏ وفی 7 اعد نا ۵ی بالشکل ۔- لکن حق هده النظرية 


۱ 7 ع ۲ شتا 
۳ سب ۱ 2 اا 0 9 
س ) للست إلا اشکلا مختلفة للعدد المادی دانه . 
س سے 2 


ولد زگ فإنه علمنا 5 ۰ ننظر . اولا ) 2 کل رو سین عد دی من 


3 
۳۹ 
س 5 تسا م تت 


4 
۱ * کا حب سيو 


العدد المادی هو عمل یئ تاره من ہی الازواج العددية ا ان کافئة ¢ 





Cie 3 ٤‏ گا پت نی ۴٭ ؟ 
على انها متكافئان ٤‏ وال عمال ۱ تالا ) ان 


لگ . حم 


وأن نتحقق ( الث ) عند استخراج قواعد الحساب فى الأعد د العادية أن 
قاعدة الحساب لا تماق الممثل الذى اخترناه (بسارة أخرى : منسحمة 
مع التكافعٌ المذ كور ) . 


المثال » فی ا جحموعات ا لنکافثة : 
اسان “ فلم » کتاب | 2 ۳٣۶۰ ١‏ ¢ | مدرسة ٤‏ صف © مقعذد 1 
۱ الارض » القمر » السار ۱ ۱ 


زی سیم ابو عات الکافنة ها » واذا اخترا (حدی هذه احموعات» 


ف 


المجموعة ES ١‏ مثا »> ممشل جع هذه المجحموعات المتكافئة فاننا 
نطلق عادة على هذه المجموعة التي اخترناها اسم العدد الاساسي للسجموعات 
المذكورة أو ( قدرة ) هذه المجموعات . 





تعريف : المدد الاساسی ۲۱۲ أ ( القدرة ) م لمجموعة هو مشلا 





وقد ٹرمز أقدرة کو و ا اود اس ا و 
الال أنه یکن ان نمدل باحموعة سم أية جموعة مكافئة لها أي أن 

ور مپا يكن هد | انعر دف جر دا إلا 5 تمدو 5 اله احمو عسات 
النتہة لا غرابة فمه » ذلك أنه لمر فة عدد عناصر مموعة مذتهبة نقوم 
بعملية عد لمناص ها فنحصل مهدأ على العدد 4 عند علہة العف ٩‏ > ۲ > 
م الأمر الذي حملا نمتس العدد ٤‏ مثلا ا حموعة إ١ ٤۴٢٤٢٢‏ ؛)). 


وھکذا فان العدد الاساسی ‏ حموعة منتہة هو عدد عناصر هذه 
ا ححموعة ن ؛ ونرمز له كذاك الرمز ن ناته 


مأ ق واه احموعات عير اللنتہة فنا لا نعرف الا عد دا[ دسیطا 


أ 
من آصناف ا حموعات المتكافئة ع ألا و هي احموعات القايلة للعد » الى 


(+) یعرف کافتور الء‌دد الاساسي حموعة بأنه ذلك الفپوم لذي بدرك بقوة التحرید 
۳ 0 #حمو عم حاهلن طیعةعتاصر ها و الترتسب الذي نله هذه المناصر , فالعدد الاساسي 
ہو مات تشمر اه ره المجموعات ى اة فا تینما . 

ريذهب بعض المؤلفين إلى اعتبار العدد الأسامي م لحموعة مرم هو جماصة جمیع 


نچ 


عکن اعتسارها عثله باحموعة [ ۱ ۲ ۳۶ ۰.۰۰ ) »> والمجموغات المكافئة 
للسستمر واحموعات الكافة محموعة التطقات المر"فة في احال [ ۱/۰]. 
فاذا رمزنا للاعداد الأساسة فده الاصتاف ب ٤,8‏ ر, ٤ا‏ عل الترتیب 
فاننا لا نکون بذلك قد عرفنا » حتی الآن» سوی الاأعداد الاساسة : 

مه 6 ٩‏ 6 ۲ ۳ 6 ... 6 م جو . 


: مقارنة الاعداد الاساسية‎ - ۸٩ 





تعريف : إذا كانت 'لدينا جموعتان سرم و .يي وإذا كانت میم 
مكافئة لمجموعة جزئبة من .ع ولكن .ع لا تكافىء أية جموعة جزئية 
من سوم فاننا نقول إن مرم ذات قدرة أقل ( آر ذات عدد آساسي 
آصفر ) من الحموعة .ع ونكتب ذلك بالشكل : ۱ 


سم[ << ےا 





ولى يكون هذا التعريف معنى علينا أن نبرهن أن العلاقة الآخير 
صحبحة عندما نستبدل بكل من سم ر .ع جمرعة مكافئة لها . لنفرض 
من أجل ذلك أرن سم یم سم" و ع نج .ع" ولنفرض سہ به رع 
حیث مم جموعة جزثئة من .ع ولکن ع لا تكافىء أية موعة جزد 
من سیم . فا آن ع بع رع”' فانه يوجد تقابل بين .ع ر رع" ول 
في هذا التقابل أن .ع تقابل جموعة جزئية .ع,”/ من .ع”' أي أرد 
ع ” بع ع, بع سوم بع سوم" وبالتالي مرم! نم ع," آي آن س 
تكافىء جموعة جزثئة من ,ع" . بقي أن نبرهن آن ,ع" لا تکافیء " 
موعة حزئة من سم" . لنفرض مؤقتاً آن .ع" تکافی. تموعة جزذ 
من سیم" فعندئذ تحد وفق الطرىقة السابقة ان عم تكافىء تموع. 


حزشة ص سز مم و هد ما تافص ما فرضناه وهو الملطلوب ۰ 


۳۳۸ 


من الواضم أن التعريف السابق يعطي فی حسالة الأعداد الأساسة 
الحدودة المقهوم المعروف «عدد أصغر من عدد آخر » . 


برهن أن کل عددین آساسین م و ما قابلان للقارنة مع بعضها 
أي أنه إما أن يكون م حم أو م دم أو م م . بمبارة 
أخرى : إن أية جموعة کفمة من الأعداد الأساسة قابة للترتيب. حسب 
كيرها . 

ملاحظة : أشرة قبل قليل الى أن التعريف الأخير لا يعطى شيئاً 
'جديداً إذا ما طرق على الأعداد الأساسة الحدردة . أما إذا انتقلنا إلى 
الأعداد الأساسسة للمجموعات غير المنتبية » هذه الأعداد الى نسممها عاد 
الأعداد غير امحدودة ( آو ما وراء النہائة Transfinite.‏ 
5نم [دستلعده ) فاننا تید امقائق التالنة : 

)١(‏ إذا كان م عدداً أساسياً غير محدود وم عدداً اساسا حدوداً 
فمندئذ يكون أم, << م لأنه اذا كانت سم يموعة مثلة لهم ( وهي 
جموعة غير منتهية ) و ع جموعة ممثلة ل ه, (وهي جموعة منتهبة ) 
فعندثذ يوجد شي مسرم جموعة جزئة مکافثة لع ولا موحد فى .ع 
بموعة حزئة مكافئة لسرم . ۱ 

(؟) مها كان العد الأساسي غير المحدود م فان م > (. » آي 
أن المدد م. أصغر الأعداد الأساسية غير الحدودة . 

يكفي لبرهان ذلك أن تلاحظ آن کل مموعة غير منتهدة تجوی مموعة 
قابلة للمد حستا رأينا مابقاً . 


(م) بما أن م جح ر. و م و ر, فانه یکون ۵, << ر. 
)٤(‏ ات ر. حرا 
ولبرهان ذلك نلاحظ أنه اذا رمزنا ب ر لفستمر وب ع محموعة 


۳۳۹ 


التطقات الققبة المرفة فی احال [ ۱/۰ | فان ر تكافىء ججموعة 
جزئية من ع وذلك لآن مموعة التطببقات الثابتة والی بساري کل منها 
م إن جح لا تکافیء مو عة حزلةہ من د 5 ر آننا سادقاً وهو الطلوب. 


ملاحظة : ۸ نتعرف حق الآن إلا على ثلائة أعداد أماسية غير 
محدودة . تری هل توحد آعداد آخری من هذا النوع ؟ نعم فبنالك عدد 
غير منته من الأعداد الأساسية غير الحدودة » وهذا ينتج من الحقمقة 
التالية وهي أنه يوجد من أجل كل عدد آساسي عدد آساسي آکبر 
منه . وتفصمل ذلك لنحده فى النظرية التالية : 


اى التسيوعة نفسپا . 

البرهان : إن برهان هذه النظرية يمدو واضحاً فى حال المجموعات 
المنتهبة . ممحدوعة أجزاء المجموعة الخالية م هي (2 | ؛ وهي جموعة 
مكونة من ععصر واحد ¢ ودواؤى المجموعة الخالمة العدد الاساسی (۰) 
وعموعة أجزاء الحموعة اب) الکونة من عنصر واحد هي | ابا > لم ) 
ويوافةها العدد الاساسي ؟ ونعلم أن ؟ > ١‏ . وبشكل عام رأينا في 
امرس ا حلول رقم ۰ ؛ آن علد احزاء مموعة تحوي 3 غتضرا هدو 3 
000 +4 4 

أما فى حالة امحموعات غير النتہة فاننا سنسوى البرهان التالى الدي 
دشمل كذلك الحالة السابقة » ح‌الة الحموعات النتهسة » لنرمز 


ب سم - سم (س) لجموعة عناصرها س ولنرمز ب سیم( لس )٩‏ 


0 


للمجموعة التي تنتج عن سیم (س) بأن نبدل بکل س المجموعة | س ) 
فتكون هذه المحموعة مكافئة ل هوم . ولنرمز ب رع (سح) لحموعا 
۱ آحزاء سرہم . من الواضح أن (س 1د سم و لدلك فان : 

وبالتالي فان سیم مکافنة لحموعة جزئبة من ,6 (مرم) . يكفي 
أن نيرهن آن ت (سیہ) لا تکافیء أية جموعة حزثة من مرح , 

لکن ٌ دج (سہ) 6 مسرم د سرم 

فاذا برھنا آن : 

۱ 8ع سم بع. دی (سرم) . (*٭) 

۴ لا چکن د رع (سم) آن تکافی» أیة بموعة جزئية من میم 
لأنه طالما بصح الاقتضاء (*) من أجل أية مموعة محتواة في نفسپا بالعنی 
الواسع فهو يصح من أجل ب نفسها وبالتالي ینتج : 

رع نہ | دح مسرم سه يع د ع (سرم) 
وهذا غير مكن » فا محموعة لا عکن آن تکون محتواة تماما في نفسها ). 
۳ أن سرم بع ع فانه ×وجد تقابل بین‌سہ, و 3 ۰ لرمز لہٰذا 
حا: سم سه ب. 
س یه 2 

وحيث أن كل عنصر < من ,6. هو جزء من سیم فاما آن بنتمي 
تن المقابل ليك العتضن: (وفى ها ) إلى بخ تة أو أن لا ینمی : 

لتکن <" الحموعة الکونة من کل عنصر س د سم. ولا ينتمي 
إلى 'المحموعة < المقابلة له وفق حا . 

أن هذه الحموعة <' ٤‏ والقى هي جموعة حزرشة ( قد تكون خالمة ) 


۲۹۱ 





عن میہم ليست عنصراً من ,6. لأنه لو كانت <' عنصراً من ب, 
خمندئذ بازم آن بقایل د عمصر س. من موہ رفق ۳۹ . وهنا نكون 
أما م أحد احتالین . اما آن بیکون ساد ح' وهذا غير عکن ( حسب 
کت ار ا ریس هيا وهذا غير ممكن كذلك » لأن 
العنصر س' اعتباره لا بنتمي إلى المعنصر القابل له وفق حا ٤‏ فانه يازم 
ع د عع رسرم) وهو الطلوپ . 
خظرية بير ن شتان :»)6۳۰ نف التکافو ( مقارنة القدرات ) 
إذا كان لدينا جمرعتان سرم و .ع قإنه لا برد منطقا عند دراسة 
(۱) دوحد تقایل بن سم و مج وعندند یکون سم یج ے . 
(؟) يوجد تقابل بين إحدى «جموعتين ( مثل مم ) وجموعة جزئمة 
من الثانية ومختلفة عنپا » دون أن يكون المككس مکنا أي لا 
يوجد تقابل بين .ع وأية جموعة جزئية من سوم مختلفة عنها . 
(ع) يوجد تقابل بين كل من المجموعتين ومجموعة جزئية من المانية 
ختلفة عنہا . 
(؛) لا يوجد أي تقابل بين أي من المجموعدين وجموعة جزئية من 
الثانبة مختلفة عنما . 
من الواضح أن الحالتين الثالثة والرابعة غير مكنتين ني حالة ا حموعات 
المنتبدة فإما أن تصح الحالة الاولی ( عندما یکون لمحموعتین عسدد 
واحد من العناصر ) آو آن تصح ا الة الثانية 


۳:۲ 


الاختيار ) أن الحالة الرابعة كذلك غير ممكنة في حالة المجموعات غير 
اة 

أما بالنسبة للحالة الثالثة فقد تصح في حالة المجموعات غير المنتهة » 
غير أنه في كل مرة تصح فبها هذه الحالة تصح الحالة الأولى كذلك کا 
يبدو من النظرية الآتية : 





نظرية التکافؤ : إذا كانت كل من جموعتين مكافئة لمجموعة جزئية 
من الثانية فعندئذ تکون هاان الحموعتان متكافئتين . 





لبرمان هذه النظرية انظر التمرین احلول (۳۰۱) . 
۰ - همم عددین أساسیین : 


إدا سل طفل عن بموع ثلاث كرات مم خس كرات فانه بوحند 
ین الحموعتن ف جموعة واحدة ثم يمد عناصر الحموعة الحدیدۃ . 
إن ما قام به الطفل لا یکن اععاده محذافبره عندما تکون الحموعتان 
مجردقین ٤‏ فكل من الحموعتین ۳۶۲۰۱۱ و ۰۱۱ ۰۲) محوي ثلاثة 
عناصر عير أن جموعة الاحاع ۱ حوي الرس عناصر 
فقط » فبذه الطريقه لا تصلح إذن مم "و8 . غير أننا إذا حر صنا على أن 
تكو ن الحموعات المثلة منفصلة فعندئذ عکن اعقاد ما قام به الطفل قاما. 

وعلى هذا إذا أردنا أن نجمم عددين أساسيين مو مہ نختار #موعتين 
مثلنين منفصلتين ج و ج, ثم نوجد اجتاع هاتين المجموعتين مج >ج لا ج, 
وہکون : 

م + مل سے |ھج) 

ولكي يكون لهذا التعريف معنی علہنا أُن نتحقی من ان العدد 

الاساسي | مج | لا اشا إِدا استبدلنا بالمحموعتن ج واج جموعتين 


۳۹۳ 


مکافثتن 5 على القرتدب ج و ج على أن تكون هاتان اأحموعتان 
منفصلتین کذلك . 
(۱) من الفقرء (۸4) . 
EU EF (UE‏ وهو المطلوب . 
يمكن أن ذبرهن دسموله ( انظر الارین احلولة ) : 
( ۲) ما سے ما لام 
(ت) ( هھ + م )+ مې دا مجرم هم ] 


(ح) إذا كان اما کن < ان فعندئذ یکون : 


ال 
م لها مل = ن + نی 
(5) م( ت29 م + م دم 
( حبث ن عدد أساسى محدود ) . 
(ھ) را +ندر. را+م در ار +ر در 
( حمث رن عدد اناي دود ) ۲ 
(و) إدا كان يه عدداً عبر غیا .و د فعندئدذ دکون : ف + عام 
ملاحظة : عکن تعر دف عملة المع لا کش من عددن أساسيين وفق 
ما بل : إذا كانت م ٤ ... ٤‏ مس أعداداً أساسية و ج, > ٠.٠.‏ ۲ جو 
جموعات منفصلة مثلة لبا فان : 


5 ROU ا‎ TT 


و دار هن ا 


لیکن ھا و م عددين أساسيين و ج و ج موعتین ( منفصلن أو 
غير منفصلتين ) مثاتين لهذين العددين . نسمي العدد الأساسي للجداء الديكارقي 
لمجموعتين ج و ج, حاصل ضرب م و م, آي : 
OEE‏ 


وإذا كانت ج' و ج,' جموعتين بحیٹ ج' دج وجا نج فندئذ 
یکو: (کا عکن للقاریء آن ببرهن ذلك دسپولة ) : 


كي ۱ 
وحاصل ااصرب بالتالی مستقل عن الجموعتين الممثمتين للعددين سوج ہیں ۰ 
هذا ويمكن أن نذكر تعريف ضرب عددین آساسین بالشکل التالی: 
لنفرض أن" العددين الأساسين ه > . » 2 > ۰ »ثلان عجموعتن 
سم و ع ( لا شترط نف ماتن احموعتن آن تکوت مافصلتسن ) 
ولنكوان المجموعة ے' من جمیم الازواج الرتسة (س ۲ع) حبث 
س د سرہ و ع دع فعندئذ یکون م . 2 < ای" | . أما إذا كان 
آحد المددین م أو 2 يساوي الصفر فان مر 27 جد ه 


ببرهن بسپولة ( انظر القارين الحلولة ) : 


)۴( هه × مم ہے هب × هه 


(ب) ( ها × م )× هې = ھ× (ما × مہ ) 


(ح) ( هم + هل ) هې = م مې ااه مې 


(ک ) ادا کان م د ن و مپ د نې فعندئذ کون 3 


ید ره وه 
مې مې = نل اي 


۳۹۵ 


(ھ) ض×8 عل. ( ن عدد آسامي دود ع ۰ ) 

(و) ".×= 

(ز) ن ار در (ن عدد آساسي محدوم ع . ) 

(ح) رد ×ر ےر 

ملاحظة : يمكن تعریف علبة الضرب لأكثر من عددين أساسبين 
وفق ما يلي : إِذا کانت مب ...2 من أعداداً أساسدةو ج, » و 
جموعات ممئلة لبا على الترتدسب فإن : 
۱ 


م "ا ... × مو سے |ج ×... × 


ار 


اس 


یں ا 


و صم فان : 
"ا برهن أنه مها کانت ال حموعات سیم و ع 
5 5 ےش سی ری 
۳۲ ( سروم ءا اح ) عا عترم بح 
0 1 ۹ فا مرہ ی 
5 اذا اسۃ ستطعنا أن نجد تطسقا غامراً ومتمانناً معر على 
ی 7 الطلوب . 
ویأخذ قیمه نی ع »سم نحصل على 
٦ھ"‏ د سم و ع د ,8 
eS‏ 007 × سم عامر ومتاین 
لعرّف على سوم × ,ع والذی بأخذ قبعه في .ع 
المممر ف ۱ 
وهو الطلوب . 
أن التطمى : 
× تئیہ 
 ٰٰ  ٰ ٗ٣ 7+٦۹‏ ي ‏ / 
ید تا ی 7 6 د صرم) 
نات (س 5 سرم ع د ہے ٤‏ ص 
عامر ومتمابن و هر ااصلوب : 


۹ - بهن : [ ۰ ] 2 ]۰[ 2[ ۱۰[ هم ] ۱۰ ] 
0 إن [ ۱۶۰ ] 2 ]۱۰۰[ لان اتطسق : 


¥ 





( ل ت 
) ۲ مو ی ,۳ 
Kk PF ۱‏ 
تا (س) = ! س لما س = س حثٹ ن د ط 
ن + ۲ . ۰ 
أ ل ۱ 
سس کت س جو ۰ )س سوم ن و 
الأ 


راستناداً إلى هذا التابع یکون : 





١ ١ ١ 
ند 10325 0 سا لد 6 سے ہے سے كم‎ 
2 ۳ ۳ ۳ 
۱ 
¢ سل س سی عندما اس سے ٭‎ 
ل‎ 
[ ۱۰ [ 2] ۱۰ 5ے‎ 
FNM 
۱ , 1 ۱ 
تی “ ن‎ 
ن د ط‎ } 


المعرف على [ ۰ ] ويأخذ قیمه في [ ۱۶۰ [ غامر ومتباین . 


۰ [[ج] 1[ 
ق ۱۰ ۱ عامر ومتماین وهو المطلوب . 


۳:4۸ 


۱۶۰۱ - برهن أن أي مجال محدود مغلق (ل) من الحور الحقبقي » على 
آن ننظر المه كمحموعة نقط بكافىء المستمر . 
ال : 
يكفي من أجل ذلك أن نرسم الجال المفروض ونرسم القطمة [ ۱۰ ] 
من احور أخقمقي 3 ف الشکل (مء؟) :۸/۸ 
ونقابل كل قطة من الستمر بالنقطة الق ر 


تقم معا على استقامة وأحدة ماره ۱ / 
١ e‏ / 
بصلان طرفي احال بطرق الستمر ) . 77 
أن أي این مدودین متكافئان . 
۶ - يرهن أن نصف الستقم یکافیە [ ۱.۰ [ . 
ال : 

اٍن الشکل (۲۰۹) یوضح کیف عکن احصول عی تقابل بین مح[۱۰ [ 





الشکل (۲۰۹) 


ونصف الستقم ( بلاحظ آن ب <// نصف الستةم وآأن ت لا تقع ف 
الجمة الق بقم و ا الستقم بالنسة للقطعة م > زان استثناء ذلك لا 


]د يرهن أده الستاي کا 


ال : 


ان الشکل (۲۱۰) بوضح 
الطاوب ۔ 





ااشکل (۲۱۰) 
رهلا برهن أن جموعة الأعداد الأولية قابة للعد . 


الل : 

لنبرهن أولاً أن هذه المجموعة غير منتهمة . لنفرض مؤقتاً أنها منتهمة 
وللفرض أن ل أ كبر عدد أولي »> عندئذ نکون جموعة الاعداد الأولمة 
( مرتبة حسب کبرها ) هي : 

۰۱۳۱۱۷۵۳۰۲۱ ۰۰۰۰۱۷ ؟ ل | )۱( 
لنشکل المدد : 
وح ( ۲ ۳۱۷ ۶ ۵ ۷ ۷ ۷ ... ال ) + ۱ 

فاما أن یکون هذا العدد أولا ( وهذا يناقض فرضنا أن ل أكير 
الأعداد الأوامة ) أو أن يكون غير أوني وعندئذ يقبل القسمة على عدد 
أولى واحد عنى الآقل مثل ل, . ولكن لا يمكدن ل ل. آن یکون من 
الا عداد الاو لية ۳۲ ۵ ۰۷۰ ... »ل لان ك لا بقمل القسمة على أي 
منها ( باق القسمة ساوي الواحد ) . وهذا یدلنا علی آن ل, لا ينتمي 
تحوي بيعم الأعداد الآولبة » فالمجموعة غير منتهبة . 

وما أنه يكن وضع الأعداد الأولمة في متوالية ( بترتيب الأعداد 
الأرلىة وفتى كبرها ) فانها تشكل جموعة قابلة للعد. أو بشكل آخر » 
ما كانت محوعة الأعداد الأولبة هي عموعة حز؛.2 من مموعة الاعداد 


6 


ج 
9و > ۴ KE wê‏ * 8 ل و ۲ ** ان جم م j‏ و ۵ھ 
الطسسة القابلة العد فانہا ٤‏ حخسب فظررة سابقة “ 5أملة لأمد ( عل الا كثر ) 


6 بن 


۳ ۳ 
6 و۹ 1 5 وم 94 5 5 و ٠ة‏ : 1 
١ 2‏ 1 0 2 بم 4 شوو شس E‏ سییر ا و هو 3 لطلوب ۰ 


. 


: 1 ےا نی ¢ f‏ ہے 38 ما » 3 
565 ہے رشن أن جج رر مہ الأعدأد العادية و رة E‏ تلمد . 


اق ۵ 

لنشكل جدولاً على النحو التالي : “نضع في السطر الأول جسم الأعداد 

المادیة الق مخرجبا ١‏ ( الأعداد الطبمعية ) مرتبة حسب كبرها » ثم تكتب 
في سطر ù‏ جع الأعداد العادية التى مخرحها ؟ ماتبة حسب كبرها 
کذاك وهکذا ... فنحد : 


oa § f سسس احج 1 ¥ ےہ‎ ١ 
oo چ‎ 1 3 Y ٦ ۱ 
سے 3 سسس 4 سس سس ےت‎ 

e . ١ 

رس 8 ات ط ہے 6 كط ان 
٣‏ ۳ عي مې 
ہہ 3 

یت هه یه و ا د 
٤‏ 2 3 


تنرتب بعد دلك الاعداد المادية ( وفق الس ار سوم : 
على أن نتحاوز كل عدد سق أن مر" مكافىء لہ فنحد : 


١ ۲ 3 ١ ۱ 
ہم‎ ٤68 میت گ۴ سم‎ 6 CO 6 ست 6 نت‎ 6 ۲ 6 ٩ 
E ® ۳ 


٤ 
ا انوع و سے “ني ۱ اه اب‎ 5 
عدي هش د المتوالمة خر ص سی یل 8ئ مو مس هرق و احد ه ول وهو‎ 


ات 


١ 
۱ ۳۴ ۳ ۲ سې‎ E 


۵ - مل امحموعة : 
ی دا (س »ع »ص) : (س۲ + ع = ص") ۸ (س 6ع » ص دط* ) ] 

العروفة عحموعة ثلاثمات فمثاغورث »> قابلة لامد ؟ 
ااضل : ۱ 

من الواضح أنه يازم ويكفي لتکون الثلاثبة امرتبة ( س٤ع ٤‏ ص) 
على الترتيب . ومن ثلاثبات فیثاغورث الشہبرۃ نعل » علی سبیل الثال » 
الثلائمات ( ۵۳ 6 (۱۰/۸) 6 (۵ ۱۲ ۱۳) . 

وإذا كانت ( س» ع٤‏ ص ) ثلاثية فثاغورث فان (دكس © دع»ىص)» 
کانت (س » ع » ص) ثلائہة فشاعور ث وکان ء عاملا مخت كا دين س و ع 
فانه يحب أن يكون د عاملا ( ص . واذا کتینا س عد و س, » ع ع 5 ع, » 
ص = و ص, ففندند کون : 

روس )؟ + (وع, )۲ < (ص, )۲ 

ومنه نجد أن EEE)‏ ثلاثية فيتاعورث أيضا لسمئ 
کل ثلائشة فثاغورث ( »ب » < ) ثلاشة فمثاغورث الأولمة عندما لا 
فشاغورث تکتب بالشکل( ئ * کب 9 و ) حمث ( ت 6 ہے ( 
أولمة و 5 عدد صحیح موحب . 

سنبرهن أولاً أن ثلاثمات فيثاغورث الأولية قايلة للعد . 

لتکن (س ٤ع‏ ٤ص‏ ) ثلائة آولة . من الواضح أنه لا يمككن أن 
يوجد عامل مشترك بين أي اثنين من الأعداد الطبيعية س وع وص 


والا لکار_ هذا العامل » باعتبار س" + ع" - اص" »© عاملا مشتركا 


YoY 


بين الأعداد الثلاثة . من هذا ينتج أنه لا يكن ل س وع أ یکو 
زوجمين معا . 
كذلك لا یکن دس وع أن يكوا فرديين معا لأنه لو كانا فرديين 
مماً لاستطعنا أن نكتب : 
س - ۲ 2 + ۱ ع - ۲ ۶ + ۱ ( 2 » ۸ د ط ) 


ویکون : 


صا سے (۲ 2 + ۲۱ + (۲ ۲)۱+۵ ۲ (۲ ۲۵ + ۲و۲ +۲ دب هبو 


ومنه بتمين أن ص' قابل للقسمة علىی ٢‏ وبالتالي یکون ص زوا » 

۲ ۵ + ۲ ۲۵+ 2۲ + ۲ هب۱ زوجماً وهذا غير ممككن . 

لنبرھن بعد ذلك أنه إذا كانت ( س 4ع » ص ) ثلاثية أولة » واذا 
كان ع زوجماً فإن : 

س کا ابول" ع ۲ لد ل ص -- كه" + ل" 

حمث 0 ول عددان صح.حان موحمان محققان الشروط المالمة : 

)١(‏ ك ول أولان فما بينها . (۲) لك > ل 

(۳) آحد العددين لك و ل فردي والآخر زوجي . 

وبالعکس ادا کان لد ول عددن صحہحان موحمان حققن الشروط 
الثلاشة فان ( س>ع» ص ) ثلاثية .أولمة . 


روحي ) وبالتايي یکون کل مر ی .ی کی عو میں زوحاً » اي انه 
بوحد عددان ب و < محممث دکون : 


ص + س = ۲ ب ص ۔ س ہے ٣‏ سے 


oY 


سد نگ ل ا و سی ا تر 4 إل اللہ راو .ھ7 
ع ۳۹ مو لا مب یں آے از اهل فل سعه ٩‏ لست 2 مر ۱ ج ضا یی 2 ھی ین 
م 
٢۲ ۲ ۰ ۶ 4‏ ¥ ?4 
ان 
4 جخ 1 ر س 
ل كأ بغ و وک دو ر يك کن ے706 ویتت 
7 سي ل وا كين تصن ا ےس ہاو ساد ےا کا و و و ا 
یں 
5 ہے رر عم 
6 5 ۶ 
11 0 . 500 1 ۰ 3 ۲ 7 
وعما ان نا وح اولان وإنه دازم ان کون کل سوم مريم كامل » 
5 ۱ اس 
f‏ م ۳ 
ای أنه دو حل عددان ص ان موحسات أ وال أولمان فعا مہم مث 
کون 
أو" واب 
بب ت جال 
وبالتالى > 
و ۲ ١ ۲ oF‏ 


f 


الواضح اق ل E‏ یہ 5 ان اه العددن ك ول 
فردی والاخر زوحي » لأنه لو كانا زوجمين لما كأنا أولمين كا أنه لو كانا 
فردين لكان كل من س و ص زوحياً وھذا بتنافی مم الفرض . 
لیر هان القسم الماني نفر ض نگ و ل جن صححیں مو مال حققاتن 
قرط الثلائة الذ کورة . فما آن : 


۱ ە کپ ٹا ¢ ¥ ¥ 0 ۱ 
ز ۲ ال )۲ب ( اه" سل" )۲ جد برا + ل؟ )۱ 
7 ۳ 7 7 2# ۶« 

فان سس حك هل >2 كن آ2 ان س 3 3 ص / در ده ماعورث ٤‏ 
وهده الثلاشة اولٰة لان س و ص ©فردات ( اعتّادا على الشرط الثالث ) 
ا 3 1 هه - 5 أ5 35 4 
کیا إنه لا نو حد عامل مشترك بمشهسی| “لان دلت لدعي وحود عامل 

بر ۶ وال ۷ وال الاظر الدي تتغافی ی مم الشمر ط ار ٠‏ 
وکا مد أن هنا اللك تاولا ہے و ده ا فممأاعورث الاو تة 
الى کون فما 4 روسمسا 9 1 رواج ر د ل ( صن الشمر وط 


fe 3‏ 
۴ 4 ۳ : 1 .1 1 . 8 ۲ : ۲ 1 1 4 
الملا الد 2-۲ ESPs‏ یں ا اک أذ وه ارو اه ی 
u‏ اه 1 2 2 3 


^ چ 9+ سه ي .ص 7 و وپ ۱ ۹ - ۳ ای 
ا کت ا ر لم ای سی شتہا وی 3 .9 3 شلف الق وی کہ 


۾ ت جا هم 7 7 1 
العامة ب۳ وھکذ! ٠ه‏ ڈڑ سا الازواج 2 کل شر ٥‏ روشق كير المرتة 
E 7‏ ۴ ا تور یم و 
الناسة 0 او نتحاوز ا الازواج £ ۷ ھی مر كمتاها الشر وط 
الملاثة قحك 


نقابل کل زوج مرتب ( ٤ 2١)‏ ل ( من هذاه ا حموعة بثلائتن أُواتینء ف 
الأول مال عاء د او ن ۷ والثانة تنتج من نے لاو متمدیل 


مو صعی سس 2 0 


وبا أن جموعة الآزواج (ك »ل ) قابلة للعد فإرن (س >ع “ص ) 
الأقابلة قابلة للعد كذلك » ويتم ذلك وفتى الحدول التالى 


ست ا | نے | مسسعمدھ و يي [ ےجو | سے 








سسیسسسےے آ لسيسيد إ e‏ 


3 با اك +٤‏ 











متوالة ھی 
(GCE =‏ 60م ش عد ( 4 ٤‏ م٤‏ 6 ) 
ٹے = ( ۵ » ۱۲ ۱۳ ) ثٹ = )۲ + ۵ ۱۳) 
شم = ( ۱۵ ۸ ۱۷۲) م ٿث -< (۸ ۰۱۵۰ ۱۷ 


سر ۷ ۲ ۲ » ۲۵ ) » 


۳۵ 


ای بعد ذلك إلى ثلاثيات فیشاغورث بشکلہا العام . لقد أشرن فيا 
سدق E‏ تستطيع الحصول على جمسع ثلاثىات فشاغورت انطلاقاً من 
لیات الأولمة . فاذا ور السطر الاول من حدول» الثلائة الاو لبة 
ث, والثلاثبات التی تنتج عنہا بضرب کل مرکبة من مر کباتہا الاعداد 
( ۰۱ ۲ دو ل وضعنا في السطر الثاني الثلاشة الأولمة 
ث, والئلاثبات التيی تنج عہا بضرب کل مرکمة ھن مركماتيا بالأعداد 
( ۲۰۰۱ ۰۳۰...) على التوالي وهكذا ... وإذا رمزن للثلائية التي 
تنتج عن الثلائبة ثر بضرها ب ه بالرمز ه تر فاننا حصل على 
ا مدول التا ىی : 


® 4 هھ هه 

س ۲ تب ۳س ص ج 
® ھ4 4۵ مه 

تې تب كت 4 سب 

۵ 3 ۵ 4 
تم ۳ تم ۳ سم ٤‏ سے E‏ 


وكا في التمرن رقم (غ۲۹) نلاحظ آن هذه احموعة قابلة للعد » 


عن 6 ری م ضف ٤٣ث‏ 6 کی 6 © لاك ٤ث‏ کر 
تم تم ٢س‏ ۳س ات وت ا ساي صا ۲ 


8ه 


شس ¢ ٣ث‏ 
رهو اللطلوب 3 

Ea ۳۹۹‏ نعر ف العدد الجبري احقمقي يأنه حمر حقدقي لعادله حارية 

من الشکل : 


2 ۱-۵ ۲ 
ناي س ۴٣‏ بو وس ... + تې س + ت سن ب۔ = ۰ 


6 
نٹ با ¢ بت 34 ح 6 بت 6 فا 6 تب اعداد ص .ع 
۱-٩ 2‏ ۲ ۱ ۰ 3 


۳۹ 


برهن أن جموعة جميع الأعداد الجبرية الحقيقمة قابلة للعد . 
اخل : ۱ 


لنفرض بو > ۰ ( فان م يكن الأمر كذلك غيرة اشارة طرف 
المعادله ) ولنکو ان العدد الصحیح الو حب 


2:8 می طاسیے احصوا اصان ۲ (×) 


نسعي ھذا العدہ الذي لا یقل عن اثنین رتبة العادة امبرية . 
من الواضح ۳ يقابل کل معاد له حبرية رشضة > و انه يقابل کل رتا 
عدد هينه من اللهادلات الحدرية ارت و < ل ¢ کچ أرب 1 مر 
إدن اح<ل )ر ا نتمکن من کتائ 

الاعداد الجبرية على شکل متوالمة وفق ما یی : 
)۱( ذکتب الاعداد الجدرية ة التي هي حذور المعادلات 
ولکن من أجل ل - م لا نجد سوی ھے ١٤ت‏ ١ء‏ ي 
انتا لا نجد سوی العادلة سح. وھذہ لا تمطي سوی المذر 


دات الرتة آ۲. 


(صفر). 
(۲) نکتب الأعداد الجيرية التي هي جذور ا لمعادلات التيی رتبتہاع . 
بالتعويض ف (×) شد الا حقالات المالمة : 
سا ۲٤ن‏ =۰ 6 53 ۱٤ن‏ داه 6\7 


aE 
> ب٤‎ ۱ سس‎ ۲ 2 2 


والمعادلات اليرية القابلة هي : 
٢س‏ -ح. 4 س چ ١س‏ س؟ =. 
هد ه تعطي الجذور الجديدة ۔التالمة ) مرتبه حسب كبرها ) 


: عندما کون ل ع ؛ محصل على المعادلات الجدرية‎ )٤( 


س کے ۲٣ےے‏ 6 ۲ س 1 ۰-۱ 6 ۴ س =۰ 4 س 7 ۱= . 6 


٩ 6 ٩ سب‎ : 


oY 


تو دس سے ت 5 ۳ 5 6< 
9 1 1 ب 
و نے 1 ۳ دھڈی 1 : تد می اض بھے لیے ہے جاه ۳ کے ر نز 
۱ ۱ 
9 5 سے سے ۱۳۰ قرو ہہ 
ص 3 
رو گے 2 ۱ أ ول EE‏ 
٠‏ و 4 ٭ ۱ 1 : 1 5 59 8 1 ۵ ۶ فر 5 ۹ 2 2 زس 
فادا انعا العمل مو يف الشخل تتھسل کی تس زر سات جار یه 
3 
ای سے کے OS‏ سے رر و عه ۾ الاعداد الخمدرية اخےقمقہة 
ارم 3ه مر مه و ڈی و رم نج که ی عقن و سهد 5 نہ می میگ 7 و ہ * ہمہ ۱ کو 
ےھ ےج e‏ جم 9 2 و مه ام 


قابلة اعد 


YAY‏ ےت هو عه زر دل المستوي المي احداشا ك0 منہا عددأن صان 


فأبلة للعد 


ر 1 ووو 0 6 


..)١ - 6 .(‏ 
الأمر الذي کد الطلوب 


۳۸ - رف ان اجقاع عناصر حیاعة قابلة للعد (عیی الاکثر ) من 


احموعات القاملة اف ( على ا ( و ال فصلھة می ممیی هي 
۳ ,9 ٴ۶ 


احل : لتکن : 
۱ یی ۶( 8 ممه ۱ 
جماعه وار لاعد ) عل الا ( من جموعات قابلة العد على الا در ۰ 


۳ ۵ ۸ 


عکن کتارة ھنء اضخحموعات الشکل 


1 1 
٤ 7 6 ۱ =‏ ٭+ھ ٤‏ 3 » و 4 
, فك مایپ * اراس اوھ ۱ 


حست ١‏ 4 ر ٤‏ هم و ه ٤‏ 8 ه م و ۱ 
ری | "۱۲ م لاپ اناوج ۱ 


__- 1 ¢ 6 ¢ 6 ۱ 
ہس ہس ا ام پاپ ٹل پپ م م وه لاو مے ۱ 


س ر 6 سے 6 ا 6 ممه 
نیہ "لاو ۲ ہار سپ 232 ۱ 


© چ‎ ۰ ۰ ۰ ٠. ۰ ۰ 4 ٠ ٠ ٠ 


ويمككن كتابة اجمّاع هذه الجموعات على شكل جموعة قابيلة للعسد 


6 6 ۱ 4 6 جن 6 
سس م کہ م کم او تاو پم مې 
6 
ای خی 


( وقد رتینا هذه العناصر مبتدئين أولاً بالعنصر الموجود في الزاوية 
اا ° 
العناصر الواقعة علی الستقمات الوازية لمستقم الدي بيقع عليه المنصران 
گ٠‏ او ٤‏ مستدثین بأفر ہا مه وھکذا پ6 وعل کل مس قم ددا 
من الاعلی بسارا ال یىی الاسفل مہناً) . 


و ار ع غاد ا ھی اضر تق 


Transcendent‏ ) لuت‏ قابلة للمد 
ال : 
لو كانت هذ ا حموعة قَارلة للعد فعندئذ رکون اجماع جموعة الاعداد 


دة و کو عه الاعےاد اقم قمة تع ا دة للمد ور هو الصلوب 8 


۳9۹ 


° برهن أنه ادا کان 6 د ]۱۰ ] فان قدرة با × ري هي 
٠‏ قدرة المستمر ( بعبارة أخرى : برهن أن قدرة نقاط الربع 
٠ 00‏ حرس < ١‏ »4 . جاع < ١‏ هي قدرة الستمر). 
الحل : 
من المعلوم أن كل عدد ينتمي لمجال ] ١١‏ ] يمكن كتابته على 
شکل کسر عشري غير منته ( بشکل وحید ) . فاذا کان س و ع » علی 
سسل الثال ٤‏ معطبين بالتمشل المشري : 
س = ۰ ۰ ۹ ۸ ۷ ۰ ۰ ٦‏ و ٭ 
ع > ۰+( ۰۰6 ۳ ۲ إلوأووه 
و نكوان في كل عدد جموعات من الارقام محسث تنتبي كل جموعة 
الثانية من ع وهكنذا... فمكون في مثالنا :. 
ص = ۹۹۰۰ ؛ ٠٠٠ل"‏ ۷ ۰۰ ۲ ۰ ۰۰۱ ۳و ۰ 


فکل زوج ( سعع ) يقابل عدداً وحبداً ص . وبالمکس : يا آن 
کل مموعة رقمبة من س أو ع هي جموعة رقسة في ص فان كل ص 


منه ٤‏ غالمدد : 


۰ ۱ ١ ١ ۰ ١٠١ ۰ ٩۰ ۰ ۰ 


| 
0 


يقابل : 


س = ٠٠٠‏ ۱ ا ۱ وه 
یت ۰ ۰۱ ۱+ ا وه 
وبما أن هذا التقابل واحد لواحد فان رع × رج تہ رج وهو الطلوب . 


۳ ۰ 


۱ - اذا کافأت کل محموعة من بجموعتین مموعة جزئبة من الٹانےة 
فان هاتين الجموعتن متکافثتان ( نظرية کانتور - 
الل : 
لتکن سم و ع موعتين ولیکن : 
اج يہ سم د سم 6 سم ید بش د .ع 
والطلوب أن نبرهن أن سرم بم رع . 
ما أن اع بج .یہ فان 0 تکافیء موه سم حزئة من وی 


ومله نحد : سم ند سم, وبال الى بود تطسق تا : سیہے سہ 


غامر ومتمابن . و حد 6 وفق هد | التطسق > أن ٠:‏ 


سم > سم (ہریہ د سم ) 
سوہ ے ہرم ( سرم د سروم ) 
یہ + تلو ز سم < سم ) 


ولا کان تا غامراً ومتاینا فان : 
سم سح سم تم 
سرے ۔ سم سح سوم روہ 


سوم - تم > سوم = لحم 


و الحموعنان : 
رمرم - سیم ) ن ( سیم - تسس ) نا رم د سوم ) لا . 


(رسے - سے) ں زسسہ - سر )ں‌(ہرم - سرہ)ں ... (٭) 


۱ 





5 1 بت 0 گے 3 می ہج ُ 3 و د ج 4 2933 3 تن نب ع 
۳ 34 35 3 يك لمعب ۳ و 20 3 8 وی ۸ می در 5 ہے“ س ۳ ١‏ لے ےت و یز( :اسوك ابا جوینےہ 01111 
که ۱ 3 سے و ه له ی 
جج ی هي ها وه 1 وه : 
فصيو 3 7 0 2 یں اه ت 0 بسع ۶ ll a‏ چ 
عون وا 
یو اح جد كت الم عر اہ جر شوج حم بے ۱ هم 
خا م ته ی ا ام ر لیے م اشم ر 
۹ 5 چپ 
5 9 مم 
٠ ١‏ ل 5 ٦ 6 3 3 a n‏ ۱ 0 3 
تعمل نك شتسد ا شن تسیچ له آل 


3 0 امه سد کی هرد 8 
امم سس حا سفق 5 
3 


3 ی توت 1 ۱ ۳ 9 
2 رم لیم 1 نا ز می ہے ن 


1 . 
ل ر ملس 00 تشم ۱ ل 2 هات 


سے = صرح ن سے سے ) ں ( سے سے ) 


ا 


۱ می یہ یی ( لا جم 
و هه یل 


سم = ر عم نل ز سس - لحم ) زا ر - سم ) را ... ] 
رب [( سم - سم ) را راف جح مون ]دار ] 


: 


[ خم ن ( رس سوم ں (سرہ سوہ ) ں ...] 
5 ژر سے ۔ سو ) لا اعىج تسح ) ل ent‏ 

المساواتين الاخيرتين العمارة ذاتها » أما ما بين القوسين الماقيتين فنحد 

شس لیب زج جموعتان متكافئتين وبالتانی یہ یّہ ری وكأ أن تس نم 

فان سم ید ع وهو الطلوب . 

9*٠ ۳۲‏ - برهن انه إذا كانت م وم وم ثلاثة آعداد آساسة واذا 


می 


کان مہ جح م وو حا فان م حا ما ٠‏ 
ال 
للکن سم و جح و صرم المجموعات المثشلة الأعداد الاساسسة 
مہ و ۳ وم على الترتب 6 ااا 21 الفر ض لو حد عموعمان حردسمان 


, و صم کیٹ 


۳۹ 


ع, دع 6 صہ وصہ 6 رم عع 4 ۶ 2 طصم 


5 وب و 


واستنادا إلى التکافؤ اسر بوحد تقابل بين ال حموعتن 
ع و ص وعا أن عم جموعة جزنيه سن .م فانه بوحد موعة صحم, 
حعزئة من ہم کیٹ 70 نہ صرے و الال صو ماع صلیٗ ‏ . بقي| أن 
دار هن أنه لا عکن ل صلم أن تكافىء أن جموعه حدر السة من فو م 
لذفر ض مه وتا أنه وحد جموعة جز دة من نسم > و لتکن وی سیگ 
صم یم سم < سم . عندند عأ آأن سم ید ۶ قانه دوحت جھوعة 
جز دة من 2 حنٹ سرم, کپ والتالی لہ تہ Û‏ و هد[ 
وی ادا کا ۳3 57 ê‏ ا غر لو د و عد دأ ااا 

ور دا فان م > ن 

الخحصل 3 

لذفر ض ان سم تجموعة يله ل مب وان مو عة i‏ ل ن فمندئد 
دو حد ق سل کو عه حزئہهة مکافتهة اممو عة E‏ ( سس حم وع عبر 
منتہة و ع مجموعة منتپبة ) غبر ان العکس غير مكن أي أنه لا عکن 


أن عو اق ۶ احموعة اا € جع رة مکافنة لمسموعة غنير 
التہة سہ 
٣٤‏ - اثبت ان (. << ر. << 5. 
اخل 

ادا اخدنا امستمر | ۱۰ ۱ عملا ل له ومد ند دعم ار ۰ الحموعه 
6 ... الحزئية من المستمر جموعة قايلة للعد ولکنه لا 


35 5 ۰ - ۳ 5 اط 4 ص 
5 شمه اٹ نک فى ء کی که حر دہ من حك مو كيه فا ده ۳۹ وألا لک و 


ونه 


1 


| 4 


المستمر مجموعة قابلً للمد ( حسب التمرین ۳۰۱ ) وهذا غير عکن ومنه 
ينتج أن ۵. ح< ر. 

كذلاك !ذا آخذنا مجموعة التط.قات الققسة ت المرفة على المحال. 
[ ۱۰ ] مثلة ل با فإنه يوجد مجموعة جزئية من مجموعة التطسقات هذه 
تکافیء الستمر . هذه الحموعة هي التطسقات الثابتة : 


:' نت لا س = ب د [ ۱۰۰ ] 
تا (س) = 0-7 ما س 3 1[ ۱۰ ]- تا 


الزئة الق ذکرناها بقابل عنصراً من الستمر . وبالوقت نفسه لا عکن 
لحموعة التطسقات ت أن تكافىء مجموعة جزئية من المستمر وإلا ( حسب 
التمرن ۳٠١‏ ) لكان المستمر مكافًا للمحموعة تا وهذا غير عكن وهو 
الطلوب . 
.ا اذا كانت م » < » ك ثلاثة أعداد أساسية فائبت أن : 
( تب + = ) + دوع با + (رحج+د) 

ال : 

إذا كانت سروم و .ع و صم ثلاث مجموعات منفصلاً مثنی مثنی مثلة. 
للاعداد ب ٤‏ < ٤ك‏ على الترتدب فان : 

شرم ن اي بم .۶ ن سوم 
( سم را .8 ) ن صم بع سم را ( ۶ نا صم ) 
الأمر الذي ينتج عنه المطلوب . 


۳۹ 





و کک چ سس ا ته 


۰ م ا 
م ٤‏ مې ¢ ن ٤‏ نې اعداد .۸. فان : 


م + مې = ن +ن 
سم ٤‏ سر > ےم ٤‏ عم أرہم مجموعات منفصلة مثنی 
مثنی ٤‏ عثلة للاعداد مص, ٤‏ م ٤‏ ن ٤ن‏ على الترتدب . عندئذ بوحد 
یٹ سے نہ ہے و سرم, بع رع, . وبما أن الحموعات الذ کورة منفصلة 


فان رہ ۹ں سرح ان ع بي ولما كانت 0 0 ۳ 
من میم لا عم فان می + مې < ن + نې وهو الطلوب . 


۷ - برهن أن : 
(۱) |. + ن ج 
P=. +. )۳(‏ 
حدث تن عدد أسامي حدود . 
اخل : 
)١(‏ لنفرض ۲۱ج ۵ الجموعة المشلة ل ن ولنفرض 
إن ١+‏ »كن + »2 ...| المجموعة الممثلة ل 1 > من الواضح 
ان احّاع هاتين المحموعتين هو مجموعة الأعداد الطبيعية ال تي قدرتها | . 
(؟) لبرهان القاعدة الثانية يكفي آن غثل اد الاول من الطرف 
الأمن بمجموعة الأعداد الطبيعية الفردية والحد الشانى بمجموعة 
الاعداد الز و حبة فعندئذ بکون قن هاتن الجموعتین هو جموعة 
الأعداد الطبيعية التي قدرتها | 


۳۹ 





رم مد ان سار ( حبث ن عدد أساسي محدود ) 


تا رات نار ات الأول ر الع ا ئل اور 
في الطرف الامن والحموعة [ 64١‏ ع مثل الحد الثاني . أن اججاع هاتين 
الجبوعتین هو المجموعة [ ٠٠١‏ ] التى ها قدرة الستمر وهو ااطلون ٠.‏ 
ولبرهان المساواة الثانىة نلاحظ آن ر. < ن + ر. لان الحموعة 
الممثلة للطرف الاین تکافی» جموعة جزئشة من الحموعة المثلة للطرف 
الایسر . ثم إن : ن‌ بدا ور دور ہ+ر, حر. ادن : 
ر. << ن +ر. حدر. وھنه ن لارا حدر. 
وبالطريقة نفسها يمكن برهان المساواة الأخيرة . 
ه ۳ رقن ا إذا كانت م > ح » و ثلاثة أعداد أساسسة فان : 
ب × ج تدج × تب 
اب × >( و ست ب لا ( حت ءا ى) 


ت + = ) × 5 = 5S xXx o‏ لاج ×اک 


إدا كانت مسرم و ع وصہ ثلاث مموعات منفصل مثنی مشی مثله 
ل ب ؟ < 6ک على الترتىب فان : 


سوم عم اي ہے × سم 


٦ 


( سم باع ) × صرم بع سم « ( ع × صہ) 
( سرم ن الى 0 × صر م بح ( سرم با صرم ) 0 ( ۶ ۶ صم ( 
ولقد سق رھان النکافؤن الاول والڈانی ف التمرين ۲۸۹ > وببرهن 
على التكافؤ الثالث بالطريقة نفسها . ومن هذه التكافؤات ينتج المطلوب 
مباشرة ٤‏ إذا تذكرة أن المدد الأسانى | مسرم يررع هو ك. < 
وأن العدد الأسامي ل بع »ا صم هو < . و وت الم دد الاسامی 
ل قح × 2 کم فو تة 


١ ۰‏ برهن أنه إدا كانت و نپ و ك و ا اعد ادا أساسة 


وکان : 


2 ۱ سم او N‏ جموعات ممثلة ل م “دي ۱م 
من ق, محبث یکون : 
یی یہ 6 ہوم یہ a‏ 
وبالتالي یکون : 
سے × سم تھ ہے ا ا 
| رہ × سم | ح ا 5 


وبالعودة إلى تعريف ضرب الاعداد الاساسة نحد المطلوب . 


(۲4( ۳۲ 


۱ - برهن أن : 
٠ (١ٰ)‏ ۰ م ہے 0 
۱ 


(۲) ن ( ي المدد امحدود د ) 


حت 
| 


ا خحل : 
)١(‏ نفرض أن (. ممثل بالمجموعة ۰۳۲۲۱۱ ...) فعندئذ بتمثل 
الجداء م. ٠‏ م. بمجموءة الأزواج المرتبة ( س»< ) أي بالمجموعة : 
CN‏ ال 
i) 6 ) ۴۳ (‏ گی 


ار 


وهذه المجموعة قابلة للعد کا یبرھن بسہولە . 
(؟) نلاحظ استناداً إلى التمرين السابی آن : 
(. ح ن م. حد م. . م. دام 


وميه بلج المطلوب 8 


99" برهن أن : 


(؟) ن .ر.=ر. ( پالعددا حدود ن) 


لنفرض E‏ جمو ع4 مثلة ل مء وأن ] ۱۰ [ 


۳۹۸ 


الازواج ( ن»س ) حبث ن. عدد طبيمي موحب کفي و س عنصر 
كفي من ] ۱۰[ . فاذا قابلنا کل زوج ( ۵»س ) بالعدد ن + س فعندئذ 
تكو قد قابلنےا مجموعة ا جداء الدیکارتی ( ن»س ) بنصف الستقم 
(س > .)١‏ ونصف المستقم هذا ذو قدرة تساوي قدرة المستمر وهو 
الطلوب . 


)۳( نفرض أن الستمر مثل بالحال ۲ [ عندند قتمئل ر. 
في تمرين سابى وهو المطلوب . 


۳۹۹ 


تار ںا 


۳ - ابحث ني التقابل بين الحموعتین : 
مج < !۱ » ۲ ۳.۶ ۰.۰۰ | 6 جج ک( 6۶ت ۔) 


ع ۳۱ - برهن آن مجموعة جميع الأعداد العادية ( الموجبة والسالبة 
والصفر ) فأدلة للعد ۰ 


06 ابحث في تكافؤ مجموعتى نقط ضلعين في مثلث . 


) برهن أن مجموعة جمسع الأعداد الجيرية ( الحقدقمة والعقدية‎ - “1٦ 
. قابلة للعد‎ 


۷ - بسن آن مجموعه جميم الأزواج املرتة ( ت٤‏ ) حنث بو < 
عددان صحمحان ٤‏ قابلة للعد . 


۸- عیتن قدرة الجموعة ۵ : 
7 
لك - + دي سس 1 3 
س 7 ت ۸ س 4 
نقط الستة 4 الق احداشا ک 
00 ۾ دة 32 ہے سس ۱ ی اسداسا کل 

۹ ۳ هل مجموعة 6 ع ۽“ والو : 

منہا عددان صحمحان قأبلة للعد . 


۳۷۰ 


-٠ 
EF 


زو 


- 


SEY 
۵ص-‎ 


-٦ 


-۷ 


هل جموعة نقط القطم ع - والتي ا 


عددان صحصعان قابلة للعد 


برھن انه إذا كان کل من سوہ وع مموعة قابلة للعد فان 


المحموعة سرم ا رع قابلة للمد کذلك . 
عکن مقابلة الاعداد الصحيحة بالأعداد الطبيعية الموجبة كما يلى: ' 


٥ ET ۲ ۱ 


أوحد التطببق تا : ط* ه صرم الدي يعطي دلك التقایل 
رین ط* وطہ. 
برهن أن قدرة نقاط الکمب : 
حدس < ١‏ م6 . حدع<ھم 6 ۰ص < ۱ 
هي كدرة | لست ۰ 
ادا كان م عدداً اساسا غير محدود فان م > (. 
برهن أنه إذا كان م< ن (م ون عددان آساسان ) فان: 
EET‏ ب العدد الاساسي ل 
م + ل حح ن + ل 
برهن أنه مہا کان العدد غير المحدود م فإن : 
م( دام حدم 
برهن أنه إذا كانت ب مجموعة الأعداد الحققمة غير الجبرية 


فان إن إعدر. 


قھ 





اوس وارشارات 


۳ - هنالك تطبيق غامر ومتبان: هج هبج ١‏ 


سے ات 


6 - سق لنا في ترين محلول آن و جدا آن مجموعة جيم الأعداد 
المادية الوحبة قابلة المد » فاذا فرضنا ر ٤‏ رې ٤‏ رې ٤‏ ... 
المتوالية التي وضمت وفقپا الاعداد العادية الوحسة فعندئذ 
تكون مجموعة جمبع الأعداد العادية هي : 

کا کرک کی ر 
الأمر الذي يؤكد قابللة العد للمحموعة المطلوبة . 

۵ - المجموعتان متكافئتان لأن هناك تقابلا بين الضلعين ويكفي . 
من أجل ذلك أن نقابل كل نقطة من أحد الضلمين بالنقطة 
التي تقم معہا علی مستقم مواز للضلم الثالث . 

۸- ا فے ۲۳-٢۱١)‏ ٤و‏ ۷ی ۱۱ ویکوٹ : 
ا 4 . 

16" - نعم : الذقط المطاوية هي : 

۱ (۱۶۰) 6 )6%( 6 ( --۲) 6 (۷۰۸) ...ا 


۳۷۲ 


ات لا ول ون منتپبة حبث تتکون من الزوجین (۱۱) * 
۱۰-۱ ۱) فقط . 


ممه 


«| 


۱ 
+ - عندما یکون س قردیا 
7 


۳ئ۶ لت اسا 


> | 


عندما یکون س زوجماً 


0 - المواب واضح لن فی کل مجموعة غیر منتہیة مجموعة جزئية 
قابلة العد . 


۳۷۳ 


مقدمة الناشر . 
مقدمة المؤلفين 


کت 


الفصل الاول : مباذیء النطق الرياضي 


١‏ - الحاكة الرباضمة 
-٢‏ القضیة الریاضیة 


4 - آسس الریاضبات - الفاهم والبادیء 


٦‏ - حبر القضاا 


۷ - القضایا الر کنة الاساسة ۱ 
۸ - خواص مامة لاربط ب (و) و لاربط ب. (أو) 


غازن محلولة ( ١‏ - ۱۳ ) 
تمارين عبر محلوله ( ۱4 - ۱۸ ) 


آحوبة وارشادات 
الفصل الثاني : ال جموعات 


۰ - عفہوم ا جحموعة 
۱ سب عناصر جموعة 


۳۷ 


۲ 
وک 


۳ ۔ طرق تعدین مجموعة 01130 f‏ 
۳ احموعات العددية . : ۱ . ۵ 
٩ ۶‏ سب مفہوم الانتاء ۹ ۰ ۰ م ۰ ¥{ 


۸ ۰ ۔ہ 0 الخالية‎ ٥ 
1۸ ۰ ۰ بت خططات ون‎ NV 


٩ ۸‏ سب جماعة جموعات : 2 ۷ ۲ : 6۱ 
۹ س تساوي جھموعتان . . مر . . ۵۲ 


ہے ہی 


o4 5 ۰ : 5 , 1 . نتحة‎ - ٠ 
الحموعة الجزئمة والاحتواء . . . ده‎ - ۲١ 
٢٦ الاه اء بالمعنی ‌الواسعوالاحتواءبالمعنی الداشق‎ 
ة‎ | ٠. ۱ دفي الاحتو اء 2 چ‎ ST 
0۹ , ۔ الجموعة الخالدة ت#جموعة جزم من أيةجموعة مو‎ ٢ 
۵4 . الاحتواء وتساوي احموعات ہے‎ - ۵ 
جموعة أجزاء جموعة . , . . يي‎ - ٩ 
FE ss ا ظ حموعة الكلية 8 چ. دهد یپ‎ -۷ 
۳٣ . عارین محلولة ( ۱۹ -.)) ہے را‎ 

ارين غير محلولة ( ۱ - ۲ ) ا . 4( 

اجوية وارشادات ‏ . . . . . وه 

الفصل الثالث : العملیات علی انحموعات 

۸ - عة الاجمّاع ۲ ۱ : ۲ ۹ 
8 - ملاحظات ۵ ھ٭ u a‏ یپ AY u‏ 
۰ - اجعاع عدة مجموعات . . . . )ې 
۱ - خواص علية الاجماع . . . . وه 
۲ علة التقاطم ‏ . . . . . وه 
۴٣‏ ملاحظات . . مر . , . به 


ف 


۳۶ - تقاطع عدة مموعات . 

۵ - خواض علة التقاطم 

۳۹ - خاصتا قابلة التوزیع 

۷ عملمة الاعام 

.  . ملاحظة‎ - ۳۸ 

۹ خواص عملمة الاتمام ۱ 

۰ - الفرق بین المجموعتين . 

۱ س ملاحظة . 

۲ - خواص علبة الفر ی 

۳ - الفری المناظر ي 

٤ی‏ س ملاحظة ‏ . ۱ 

۵ - خواص علية الفرق التناظری 

. حبر احموعات‎ - 4٩ 

0؛ - مبدأً الثنويّة (الازدواج) ف جير الجموعات 
مارین لوله ( ٩۳‏ - ۱۱۷ ) 
مارین غبر ملوله ( ۱۱۸ -- ۱۵۳) 


أحوية وارشادات 


القصل الرابع : الجداء الديكارني 


۸ - الأزواج الرتبة . 
۹ - ال داء الدیکارق 
مهس ملاحظه . . مم ہے 
وة شا ادا اشبکارق د . 
بوم ب خواص الداء الدیکار ی 

جم س الداء الدبکارتی ‏ جحموعة في نفسہا 
٤ه‏ الجداء الديكارتي لثلاث عموعات 

) ۱١4 -:۱٥١ ( تماربن علوله‎ 


۷۹ 


قاربن عبر ملوله (۱۷۵ - ۱۷۳) . . ۱۸۵ 
آجوية وارشادات . . . . . ۱۸۷ 
الفصل الخامس : العلاقات 
هه - العلاقة الأحادية ( الفردية ) ۰ .۔ ۱۸۸ 
٩‏ - العلاقة الثتائية ‏ . . . . . همذ 
۷ -- العلاقة المکسة ل 7-7 ۱۹۲ 
4ه - العلاقات فى جموعة . . . . :۱۹ 
ه- خواص العلافات ی جموعة . . ۱۹۵ 
۶ — رکټ الملاقات ٤٣‏ رم ۷ ۲۰۰ 
عارين محلولة ( ۱۷۵ - ۱۸٩‏ ) . . ۲۰۲ 
ارين غير ملوله ( ۱4۹۰- ۲۰۲ ) ۰ ۳۱۹ 
آحویة وارشادات . . . . .۰ ۲۳۲ 
الفصل السادس : علاقتا التکافو والترتیب 
۱ - علافة التعاق ,. .  .‏ . . ۲۲۳ 
۲ أصناف ( صفوف ) الکافٍ. . . ۲۲۵ 
۳ - علاقة الترتدب 0 + +۹4 , 
4 - ااترتیب الكل والترتدب الزئي ۰ ۲۲۹ 
- التمثيل السهمي لعلاقة الترتیب . ٣١‏ 
تمارين محلوله ( ۴۱-۳۰۳ ).۰ . . ۳4 
ارون غير محلولة ( ۲۱۷ - ۲۳۵ ) ۰ ۲:۹ 


أحوية وارشادات . .,. . . .۰ ۲۵۳ 


۲٥٤ ٠ ٠ 5 5 أمغلة و ضبحمه‎ - ۷٦ 
٥ ۰ ك س مفہوم الاب ۰ ۰ ۰ ت‎ 


۳۷۷ 





8 - طرق تعن تابع ي۔. یه ود تی ۲۵۹۰ 
۷۰۔ اتطياق تاأبعين . . . . . ۲۱۳ 
الاب تساوي تآیعن .. ,۔ مر . .۰ ۲۱۳ 
۷۲ مدد ابع . . . . . .۔.ہ ۲۹ 
۷۳ - مقصور تابم 08 Nê.‏ 
٤‏ - التطسق مه کی وود . ی ۷۷۰ 


۲۱۸ ۰ . . التطسق القترن بتایعم‎ - ٥ 
۲۹۸ . .  تاقسطتلا ۷۲۔ أنواع هامة من‎ 
۷ BS لتابم العددي 06؟ةە71‎ ۷ 
التطسق العددي و نچ ےی ےی )و‎ ۸ 
۲۷ ۰ التابع العددي دو التحول. احققي‎ - ۹ 
أنواع التطبيقات بالنسبة لمستقرها  . هلام‎ - م١‎ 
العلاقة العكسية للتطميق . . . م۲۸۸‎ - م١‎ 
AFT س تر كدب التطسقات یز ال ہے ےے‎ AY 
۲۸۵ ٠ خواص التطسقات . . .ا‎ ۳ 

غارین محلوله ( ۲۱۱-۲۳۰ ) .۰ .۰ ۲۸۸ 

ارين غير علوله ( ۲۹۷ - ۲۸۸ ) ۰ ۳۱ 

أحدوبة وارشادات .. . . مهم . ۳۲۰ 

الفصل الثامن : قدرة امجموعات ( الاعداد الاساسية ) 

۶ - تکافؤ احموعات . . . ۳۲۵ 
٥ص۸‏ - الحموعات النتهمة واحموعات غبر المنتببة ۳۲۸ 
۸۲٦‏ ۔ ا حموعات القايلة للعد ۵ ہپ ے EE‏ 
۷ - احموعات غير القايلة للعد 4 هن ۳۳۲ 
۸ - العدد الاساسی پ۔ پی ےم E‏ 
ىرت قار 91 غذاد الأساسة . . . ۸٣م‏ 


۳۷/۸ 





۰ - جمع عددین آساسین 

۱ - ضرب عددین أساسین 
مارین محلولة ( ۲۸۹ - ۱۲ج) 
ارين غير علولة ۳۱۴ - ۳۲۷ 
اجو وار شادانق 


الفپرس 


۳۷۹ 


ir 
0 
4۷ 
۳۷۰ 
۳۷۲ 
۳۷ 























